
��������� 	
���� 	
��
��� ��� ���
�����
� ��

��

����� ���	


�	�
���	�� �� ��������� 
�� ������
���� ����	��


��	 ����	����� �� �
���	��

���� �� �

����	 ! ! ""#$�

%������ &��


�###



��������

� �������	�
�� �

��� ������	
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��
 ������	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� ���	��	�� ������ �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� �	����	��� ���  	�	��� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��! "����	�� 	� ���	��	�� ������ �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #
��$ %&'	��� (�����) ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� � �*��� *	����& �+ ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� � ,	��� %����	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �


����� -����� ./�)'�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

����
 ./���	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ��
�����
�� ������ ��� ����
��
	� ��


�� (�����	�	�& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�
  ���	��	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��


�
�� %*� 0����	�� �� ���)�� 1	���	���	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
2

�� 3����	����	�� �+ ��+��)��	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
2


���� "����	�*)� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
2

���
 ��+��)��	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 



���� .����'& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
�

���� 4�	�� ��� 5���	�	���� .����'& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
!

���! 6����� ��+��)��	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
$

���$ %*� 7������� "�	���� 1	������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
�

���� .����'& +��) � 5���	����� 1	���	���	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
�

���� .����'& ��� �*� 0����	�� 1	���	���	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
�


�� ��+��)��	�� %*���& ��� �*� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
#

���� ��� ������ �	�* ��	�� �� �*� ���'�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
#

���
 ��	�� �� �*� ��'��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� 6��� �*�� ��� ���'�� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



�! (�	��	'�� 5�)'����� ����&�	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�$ �  	��& ./�)'�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�� ./���	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$

� ����
�� �����
�� ��

���  	)'�� 8���	�� "����	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#
�����  ���	�	�& �+ �*�  	)'�� 8���	�� 9��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2

��
 -�	�*� 1���& 	� 8���	�� "����	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� (�	��	'�� 5�)'������ ��� -�	�*� 1���& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� ���:� ��� ������ 6���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� 1��	
��	�� �+ ���:� ��� ������ 6���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��! 9����� (5� 6����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��!�� ���:�  ���'��� �����	�*) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�




 ��������

��!�
 ���:� -�	�*���  ���'��� �����	�*) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$

��!��  �����:� 0������	;�� 8���	�� �����	�*) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��$ %*� ��+�6�/ (�	��	'�� 	� "	�����:� 6���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� 9������	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� 6	��� 5�)'������ ����&�	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !2

��� <��� (����	��� -��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !�

����� ������	�� �+ "����	�� 9��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !�

����
 %*� 1��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !�

� ���
�����
�� �����
�� ��

��� %*� ��
���& ,	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !�

��
 ,=���	>��:� ,	��� 6���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !!

��
�� �� ./�)'�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !$

��
�
 ,=���	>��:�  ����� 6���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !$

��� 9����� ���  �*�����:� 6���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !�

��� %*� �����	
� ,������� 6���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !�

����� �	����	��� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !#

����
 ./����	��� �� �*� ����������� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !#

��! %*� ���	?8���	��  &��'�� �� .����& 6	�	)	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $�

�  �!�	�
"� #��	�
�� $������ %�

!�� %*� ����	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $�

!�
 %*� ����'��'����	�� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $�

!�
�� %*� ����'��'����	�� �����	�*) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $#

!�
�
 %*� @�9 '�����) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $#

!�
�� ����'��'����	�� ��� (5� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2

!�� A�	�� (�	��	'�� 5�)'������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

!���� (��'������	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

!���
 (�	��	'�� 5�)'������ (���	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �


!�� 5����?.����'& �� �*� ������	
� ,����	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

!�! %*� �?6�/ 6���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!

!�!�� �� ./�)'�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

!�$ 5����/���� ��+��)��	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

!�$�� ��+��)��	�� %����+�� ��� "����	�� 9���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2

!�$�
 9������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �


!�� %*� (�	���& 5������	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �


!���� ���������	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �


!���
 %*� 5����	��� 5�������	�� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

!���� ./'��	)����� 9������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!

!���� ���	��	�� 1��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!

!���! 9��� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$

!���$ 9����) 1��  ��������)� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$

!���� 6��� �*�� ��� ���� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

!���� ���?�	���� 5�������	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

!��  '���	�� �' .���� 1������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #2

!���� 6��*�)��	��� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #


!���
 3�	��(��' � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #�

!���� "	��  ����* � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #�

!���� 5�������� 0���	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #�

!�# "���� 6���  B���� .���� 9����������	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #!

!��2 5������	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #$



�������� �

% �����

�
�� ����&������ ����	�� ��

$�� %*� %������ �	�* (�	��	'�� 5�)'������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #�
$���� ����'������ 5���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #�
$���
 � %&'	��� ./'��	)��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ##

$�
 5�)'��	�	
� "����	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ##
$�
��  	)'�� 5�)'��	�	
� "����	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �22

$�� ���	?8���	�� ��� 5�)'��	�	
� "����	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �22
$����  '���� 5��	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �22
$���
 ,=���	>��:�  	/�* 6���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2

$���� �)'��)�����	�� 1���	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2

$���� 9������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2�

$�� 5�)'��	�	
� 8���	�� "����	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2�
$�! 6���	'�� 5���� 6����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2!

$�!��  ����:� 6���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2!
$�!�
 1�&�� ��� C�)�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2�

$�$ (���	����	�	�& 6	�	)	���	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2�
$�� 6	/����� �+ ./'���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2�

$���� �� ./�)'�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2#
$�� %*� (�	���& 5������	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��2

$���� ��� �����	
� -�	�*�� ��� ,����� ����&�	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��2
$���
 ��� �����	
� ���'��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
$���� ���	�	
� ��	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

$���� %�'����'*	��� �����	�� ��� 6������ ��	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
$���! 9������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
$���$ ���	�	
� ��	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��!

$�# (�����	�	��	� 6����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
$�#�� 6	/����� �+ 0����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
$�#�
 � "��	��	� ���	�+ ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
�
$�#�� %*� 8��)*���; 6��*	�� ��� �*� .6 �����	�*) � � � � � � � � � � � � � � � � �
�
$�#�� %*� -���? ���' �����	�*) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



$��2 5������	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
�

� ����&������ '��&����� ���(��
� ���

��� � 9������)��� �+ �*� (�����) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
#
��
 4����� ��� 8������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��
�� �� ./�)'��  �'����	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��
�
 "����	�� �*� ��	�*�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ���?�	���� (5� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
�����  	)����	��� ��� 1	�����	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ��+��)��	�� 6�/	)	���	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� %*� "����	�� �����	�*) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��$

��! %*� (�	���& 1	)���	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��!�� ./�)'�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��2

��$ (����	��� 6	�	)�) 9����������	�� .���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��2
��$�� %*� "���� 6���  B���� .���� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��2
��$�
 ���	�� 5�)'��	�	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��


��� 5������	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

) �����
�� ���

��� %*� �	��?D��	���� 1	��))� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��!
����� 1���)'��	�	�� �+ �*� .���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��$
����
 0������  ���	��	��� 1��	
��	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� �� ./�)'�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��
 %*� D5 1	)���	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��#



� ��������

��� (�5 "����	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!�
����� ./�)'��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!�

��� 9������	���	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!

����� 9������	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!

����
 -�	�*� 1���& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!�
����� .	���
����� ����&�	� �+ -�	�*� 1���& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!�

��! 9��	�� ���	� ,����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!!
��!�� 9�, ��� 6"( �� �''��/	)����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!$
��!�
 5�)'��	��� �	�* 6"(� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!#

��$ "����	�� 	� 9��	�� ���	� ,����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$2
��$�� ,	/�� 5������ �������� �� 9����) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$2
��$�
  ��+?�����	���  �����	�� �+ 5������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$

��$��  �'��
	���  �����	�� �+ 5������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$


��� 5����?D��	���	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$

���  �''��� D����� 6��*	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$�

����� 5����	����	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$�
����
 � 5���  ���& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$�
�����  	)����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$!

��# 5������	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��


� *���&��"
��� �����
�� ��
�� +����( $������ ���

#�� ���������	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
#�
 7����� (5� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

#�
�� %*� "	���� 7����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
#�
�
 ��� �	���� 7������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
#�
�� %*� 5���� �+ 7����� 1	)���	����	�& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��!

#�� 7����� (�	��	'�� ,����� ����&�	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��$
#���� (�	��	'�� ,����� ����&�	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
#���
 %*� D��	)�/ 9����	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
#���� 7����� (�	��	'�� ,����� ����&�	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
#����  	)����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��


#�� 7����� ./'�������& (������	�� (����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

#���� ./'�������& (������	�� (����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

#���
 7����� ./'�������& (������	�� (����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

#����  	)����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

#�! 5����	��� 5�������	�� ����&�	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
#�!�� 7����� 5����	��� 5�������	�� ����&�	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��$
#�!�
  	)����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

#�$ 5������	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#�

� �
���� �(����� ���

��� D������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#!
�����  �)� �	����	�� 
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#!
����
 ���	�	�� �+ 
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#!
����� "����* �+ � 
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#$
����� %*�  ����� (������ �+ 
 D������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#$
����! %*� �	����	�� ������� 
 
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#$
����$ "	���� 1�'������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#$
����� ������ �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#$

��
 6���	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#�
��
�� %����'��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#�
��
�
 ���	�	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#�
��
�� 6���	'�	���	�� �& � ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#�
��
�� 6���	'�	���	�� �+ 6���	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#�



�������� !

��
�! �����	�& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#�
��
�$ ��
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#�

��� .	���
����� ��� .	���
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#�

, '�(	�(�� ���

��� ���������	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �##
����� (���	�� 1��	
��	
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �##
����
  ����� 1��	
��	
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
22

' ,�	-&��&����
�� .��
"��
�� �/�

5�� %*� @�9 '�����) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
2




$ ��������



������� �

�����	
�����

��� ������	
��

�+��� �*	� �*�'���E &�� �*����

�� ���������� �*� ���	� ��	��	�� ������ �+ ���	��	�� ������ �������� F����G


� ���������� �*� ��� )���� �+ �'����	�� 	� ����

�� ���������� �*� 	)'������� �+ �����	�� 	� ����

�� �� ���� �� ��� � �	)'�� ���� �� ������ �����	�� 	� �� ���

!� ���	� �� ���������� �*� 	)'������� �+ �	�����& 	���'������ '�����)�

$� ���� ��)� �+ �*� '�����)� �� �*	�* ���� *�
� ���� �����

��� 
�����	�����

%*	� ������ ��)'�	��� �� ��
����� ������ �� �*��� ��� 	�+��)��	�� '������	�� �	)����	��� �*	�*
��� 	������� �� �)����� �*� 	�+��)��	�� '��������� �*	�* �� ��� 	� �	����&�

%���	�	���� ���	��	�� 	�����	����� 	� ����� �� *	�*?��
�� �&)��� '������	�� 	��� ���	� '�����)?
)	��E �/'��� �&���)�E ��)���	� ���� ��� ��� ���& �� �*��� ��	�� 	� �/	������ ��)� *	�* ��
�� ��'�����?
���	�� �+ ��������� �*	�* ��� �� )��	'������ �& ��	�� ��)� �&'� �+ +��)�� �&���/ )��	'����	��
��*�)� ? �*� ����� �+ � ���))���  ��* �''����*�� *�
� '��
�� �� �� 
��& �������+�� 	� �)����	��
*�)�� '������ 	� � ��)��� �+ ����� ����

� �� ��� *�
� ��+����� �*	�* ��� '��& �*��� �� 0���� 6����� ��
��

� �� ��� )���* '��+���	���� �/'���	�� 	� )����	�� �� �*� ��� ��	�� �/'��� �&���)�

� �� *�
� ��+����� �*	�* ��� ������ )��*�)��	��� '���+� +�� ���
	�� ��)'��/ )��*�)��	���
'�����)��

<�� �*��� ��� ��	�� ����� �+ *�)�� �/'���	�� �*	�* �� ��� ������ �� )	)	� ��	�� ��+����� ���� ���
)��*	��� *�
� �	Æ����& ���	���& ����	�� *�)�� *�����	�	��E ������	�	�� *�)�� +���� �� �/*	�	�	��
��))�� ������ ���	�� *�� ���?��
�� �*� ���� �	�� ���)� ��)'���� �� �*� �	�� �+ ��*	�
�)����H 	�
*�� ���� ��	� �*�� �*� �	Æ���� �*	��� *�
� '��
�� ���& �� '�����) �*����� �*� ���& �*	��� *�
�
'��
�� �	Æ�����

�



� ���	��
 �� 
��
�����
��

Axoncell
body

Dendrites
incoming
axon

synapse

Flow of information through the neuron

,	���� ���H � �	)'�	��� ������

��� ���	��	�� ������ ��������

��� ����� ���* �� �*��� �	������� ���
� ���)	���& ��B�	�� �� ����� *�)�� �/'���	�� ? &����
�*	����� ��� ���'� �� )��& �+ �*��� ������ %*	� �/'��	�� �*� ������&	�� '����)'�	�� �+ �����	��
���	��	�� ������ �������� F����GH �*�� �*� �/'���	�� �*	�* �� �*�� 	� �*	� ���� 	� ��� �� �*� ������
�+ �*� *������� �� �*	�* ��� ���	�� ���� %*���+��� 	+ �� ��� �� �)����� �	����	��� '����	���	��
	� �*��� ����� �� )��� ���� ��� )��*	��� �� *������� F�� �	)����	��� �+ ���* *�������G �*	�*
���)� �� �� � �	�	��� �B�	
����� �� �*�� +���� �	�*	� ��� *�����

,	��� �� �*���� �� ����� ����� �*�� �*� �������	
� '��'���	�� �+ *�)�� ������ 	�+��)��	��
'������	�� ���� %*�& )�& �� �����	��� �� H

� �	����	��� 	�+��)��	�� '������	�� 	� ������ ��� +����?��������H ����& �� 	� �	+��E �� *�
� ���
�������� ��)��� �+ ������� &�� �*���* �� ��	�& ���� )��& �*������� �+ ������� �� ����	���
�� +����	�� +�� )��& &���� �	�*��� �� �����	���� �����	����	�� 	� ��� ��'��	�	�	��

� �	����	��� 	�+��)��	�� '��������� ��� I�/	���H �� �� ��� ��B�	�� �� �� ��'�����))�� �*��
�� �� 	��� � ��� ��
	���)���J �� ���'� �� �*� ��� ��
	���)���E 	��� �� ������

� -� ��� *����� +�;;&E '�����	�	��	�E ��	�& ��� 	�����	����� ���� 	� � ��& �*�� 	� '���	��� �	�*
��)'���� '�����)� ��� ���& �	�* � ����� ���� �+ ��'*	��	����� '�����))	�� ��� �*�� ���&
�*�� �*� �����/� �+ ���* ���� *�� ���� ����&��� 	� ����	�� 5������� �*	� �	�* ��� 	�����
��	�	�& �� *����� �������	��&�

� %*� )��*	�� �*	�* 	� '��+��)	�� �*��� +����	��� 	� *	�*�& '�������E �)���E ��)'��� ���
�	��	'���� �	���� '�����

-� �*��� �*���+��� ���	� ��� 	�
���	���	�� �+ �*��� '��'���	�� �	�* � ���� �� �*� �	����	���
)��*	�� �� �*��� �� �)����	���

��� �	����	��� ��� �	�	��� �������

� �	)'�	��� ������ 	� �*��� 	� ,	���� ���� ��+��)��	�� 	� ����	
�� �& �*� ������ �� �&��'��� ��
	�� �����	���� .��* �&��'�� ��'������� �*� �����	�� �+ �� 	���)	�� �/�� +��) ����*�� ������ �	�*
� �����	�� �+ �*� ������ ��'�������� 	� �*� �����J �� �������?�*�)	��� �����)	��	�� ������ �� �*�
�&��'�� �*	�* ������ 	�+��)��	�� �� �� �����)	���� +��) ��� ������ �� �*� ��/�� %*� 	�+��)��	��
	� �*�� �����)	���� ����� �*� �����	��� �	�� 	� ����*�� �*� ���� ���& �*��� � ��))��	�� �+ �*�
������	��� 	)'����� ����*	�� �*� ���& ����� '���� ��� ��)� +����	�� �+ �*	� ��) 	� '��+��)��� �+

��������� �	
	��� �		
� �	���	 �����



���� ���
�
�� 
� �
�
�
�
�� ���
�� �����
�� #

Incoming 
data

w1

w2

w3

w4

y Output

,	���� ��
H %*� ���	��	�� ������� %*� ��	�*�� )���� �*� �&��'�	� �Æ�	���	���  �)� +��) �+
'������	�� ��� �'��	��� 	� �*� �	����) �	�� ���� '���� �	�*	� �*� ���� ���&�

�*	� +����	�� 	� ������� �*�� � '���	����� �*���*��� �*� ������ �	�� ���H �*	� )���� �*�� 	� �	�� ����
� �	���� F	� �*� +��) �+ � ��
� �+ 	��	���	��G ����� 	�� �/�� 	� ����� �� ��))��	���� �	�* ��*��
�������� �� �*	� ��&E 	�+��)��	�� 	� '����� +��) ��� '��� �+ �*� ������� �+ ������� �� ����*���
�� 	� ����	�� �� ������	�� �*�� �&��'��� ��� �*���*� �� *�
� �	K����� �Æ�	���	�� ��� �*�� �*���
�Æ�	���	�� �*���� ���	�� �*� ������:� �	+��	)�� -� �	�� ������ �� �*	� +������ �*�� �� �	�����
�����	���

-� ��������& )���� �*� �	����	��� ������ �� �*��� 	� ,	���� ��
� %*� 	�'��� ��� ��'��������
�& �*� 	�'�� 
����� 0 ��� �*� �&��'���: �Æ�	���	�� ��� )������� �& � ��	�*� 
����� 1� %*���+���
�*� �	���� ���'�� 
���� �+ �*	� ������ 	� �	
�� �&

� L �F
�
�

����G L �F1�0G L �F1�0G F���G

<�� �	�� )��� ��� � ��&� �+ ��'������	�� �*� �'����	�� �+ ��))	�� �*� ��	�*��� 	�'����  �)��	)��
+FG �	�� �� �*� 	����	�& +����	�� 	��� +F0GL0� ���	�� �*�� 	+ �*� ��	�*� ������� ��� ������� 	�
'��	�	
�E �*� 	�'�� ������:� �K��� )�& �� �����	��� �� �/�	�����&J 	+ �*� ��	�*� ������� ���
������� 	� �����	
�E �*� 	�'�� ������:� �K��� )�& �� �����	��� �� 	�*	�	���&�

5���	��� ���	� ,	���� ��
� "�� �� L �� �� L 
� �� L �� ��� �� L � ��� ��� �*� ���	
��	��
+����	��E +FGE �� �*� 8��
	�	�� F�*���*���G +����	�� ���* �*��

�F�G L

�
� 	+ � � 2
2 	+ � � 2

F��
G

��� 	+ �*� 	�'�� 
����� 0 L F��� ��� ��� ��G L F�E
E�E
G� %*�� �*� ���	
��	�� �+ �*� ������ 	� 120
L
�

� ���� L �M� N 
M
 N �MF?�G N 
M� L � ��� �� & L +F�G L�� 8���
�� 	+ �*� 	�'�� 
����� 	�
F�E�E
E2GE �*�� �*� ���	
��	�� 	� �M� N �M
 N 
MF?�G N 2M� L ?� ��� �� & L +F?�G L2�

%*���+��� �� ��� ��� �*�� �*� �	���� ������ 	� �� �/���)��& �	)'�� '������	�� ��	�� %*� '����
�+ ������ �������� 	� ���	�
�� �� ��)� +��) �*� ����)������ '���� �+ ���	�� )��& �+ �*��� �	)'��
'������	�� ��	�� �����*�� ? 	��� �� �*��� ���� �+ �	)'�� ��� ������ '���� �� � '�����)� ���	� ��
)�& �� �*���*� �� �� �)����	�� ������E �� �*� �&'	��� *�)�� *�� ��
���� *������ �	��	�� ��������
-� �	�� �+��� 	)��	�� �*� ������� �� �� ���	�� 	� ������� 	� ��&��� ���* �� 	� ,	���� ����

�� �*	� �����E �� *�
� � ��� �+ 	�'��� F�*� 	�'�� 
�����E 0G �����	�� �*� ������� +��) �*� ��+�?
*��� �	�� ��� ��	�� '��'������ �*����* �*� ������� 
	� �*� ��	�*�� �	�� �*� ���	
��	�� ����*��
�*� ���'�� ��&��� %*� )	���� ��&�� 	� ����� �� �*� *	���� ��&�� �� 	� 	� 	�
	�	��� +��) ����	�* �*�
���H �� )�& ��� �K��� 	�� ���	
��	�� �	�����&�

���  ����	�� 	� ���	��	�� ������ ��������

%*��� ��� ��� )���� 	� ���	��	�� ������ ��������H

�� ���	
��	�� �����+�� )��� �*�� ���	
��	�� 	� �����)	���� �*����*��� �*� �������



�2 ���	��
 �� 
��
�����
��

An Artificial Neural Network

Inputs
Outputs

Input
Neurons

Hidden 
Neurons Output

Neurons

weights

,	���� ���H � �&'	��� ���	��	�� ������ ������� ����	��	�� �+ � ��&��� �+ ������� ��� 
 ������	��
��&��� �+ ��	�*��


� �����	�� )��� �*�� �*� ������� �����	��� ������& �� �*� ���	� �+ �*� )��� ������ ���	
��	��
�����+���

-� �	�� ��� ����	��� �*� �����	�� )����
-� ������ �*�� ������ �������� ���� ��� �� '�����))�� �*�� �*�& ��������� ��
�� ��
	���?

)����� <�� �*�	� ��*�
	��� �*����� 	� ����� �� ���'� �� �*� ��� ��
	���)����  ��* ��*�
	�����
�*����� ��� ��� �� �*����� 	� �*� ��	�*�� 	� �*� �������� -� ���� �*� �*����� 	� ��	�*�� 	� �
������ ������� �����	��� %*� �*����� 	� ��	�*�� 	� �� ���	��	�� ������ ������� ��� 	������� ��
)���� �*� �*���	�� �&��'�	� �Æ�	���	�� 	� ���� ������ ��������H 	� 	� ���	�
�� �*�� ��� �����	�� 	�
��� �� �*����� 	� �*� �Æ�	���& �	�* �*	�* �&��'��� '��� 	�+��)��	�� ������� ��������

%*��� ��� � )�	� �&'�� �+ �����	�� 	� � ������ �������H

��&��"
��� (����
��3 �	�* �*	� �&'� �+ �����	��E �� '��
	�� �*� ������� �	�* 	�'�� ���� ���
�*� ������� ������ 	��� �*�� ���'�� �� �	�* �� ����	
� �	
�� �*�� 	�'�� ����� %*� 	�'��
���� 	� '��'������ +������ �*����* �*� ������� �	�� ���	
��	�� ����*�� �*� ���'�� ��������
-� ��� �*�� ��)'��� �*� ������ �*	�* �*� ������� *�� ���������� �	�* �*�� �*	�* ��
�	�*�� �� ���� �+ �*� ������� �����E �� ���� )��� �� �*���� �� �*� �������J 	+E *���
��E �*�
������ �*	�* �*� ������� 	� �	
	�� 	� �	K����� +��) �*�� �*	�* �� �	�*�� �*�� �� ������
�*� ��	�*�� �� ������ �*�� �*� ������� 	� )��� �	���& �� �	
� �*� ������� ������ 	� +����� 	+
	� 	� ���	� '�������� �	�* �*� ��)� F�� �	)	���G 	�'�� ����� %*	� ��	�*� ������)��� ��*�)�
	� ����� �� ��'��
	��� �����	�� �� �����	�� �	�* � ����*��� %*� �����	�� �� �*� ��� �+ �*	�
�*�'��� �	
�� �� �/�)'�� �+ ��'��
	��� �����	���

*���&��"
��� (����
��3 �	�* �*	� �&'� �+ �����	��E �� ���& '��
	�� �*� ������� �	�* �*� 	�'��
����� %*� ������� 	� ��B�	��� �� ���+?�����	�� F	��� �� ����* 	����+G ��'���	�� �� ��)�
��������� 	� �*� 	�'�� ����� %&'	����& �*	� ��������� )�& �� ��)� +��) �+ ���������& 	�
�*� 	�'�� ���� �� �������� 	� �*� �����

4�
�
��	����� (����
��3 	� � *��+?��& *���� ������� �*��� ���H �� '��
	�� �*� ������� �	�*
�*� 	�'�� ���� ��� '��'����� �*� ���	
��	�� +������ ��� ���& ���� �*� ������� 	+ 	� *��
'������� � �	�*� �� � ����� ������� �+ 	� *�� '������� � ����� ������ ��)� ������)���
�+ �*� ��	�*�� 	� ���� �� �*�� � �	�*� ������ 	� )��� �	���& 	� +����� '��������	��� �+ �*��
'���	����� '	��� �+ 	�'�� �����

,�� )��& '�����)�E �*� 	�������	�� +���� �+ �����	�� 	� ��� ���� �*�� �*� 	�'�� '������� )�& ��
�������O�����	���O	����	��� '���	���& ��� �*�� �*	� �����	�� *�� �*� ��'��	�& �� �������	��� %*��



���� ��	
��� 	
����� �
��� ��

	�E �*	�� �����	�� �	�� ���� '���� �� � ��� �+ �������� �������	 �� 	)'������ '��'���& �+ �*� �����	��
	� �*�� �*� ������� ��� �������	�� 	�� ������� �� � ��� �+ ��	� �������	 �*	�* 	� *�� ��� ���� ���	��
�����	��� ��� �+ �*� 	)'������ �����B������ *��� 	� �*�� �*��� 	� � ������ �+ �
�������	�� � ���
�+ ���	�	�� '������� �� �*�� ��� '������� �*	�* ��� ��� '��� �+ �*� ���	�	�� ��� ��� ��� '��'���&
�����	����

,�� )��* �+ �*	� ������ �� �	�� ����������� �� ����'��
	��� �����	��J �*� )���� �/��'�	���
����� 	� 5*�'���� ! ��� � 	� �*	�* �� �	�� ��� ��'��
	��� �����	�� )��*����

��! "#$	��� %�����& �����

%*� ��)��� �+ �''�	���	�� ����� 	� �*	�* ���	��	�� ������ �������� ��� ���� 	� ����	�� ��	�&� 8���
�� �	)'�& '������ � +�� ��'��������	
� �&'�� �+ '�����)� �� �*	�* ������ �������� *�
� ����
����

5������ 	��&(��
��3 ���� ��� �� ���	��� �� ���� �+ 
	���� '������� ��'�������� �& '	/�� 
������
�+ �����B�����&E � '��� �+ �� 	��	
	���� '������ F�� � ��	�& '������G 	� '�������� �� �*�
�������E �� ��� ����� �*� �������:� ���	
��	�� �� '��'����� �*����* �*� ������� �	�� 	�
���
����� �� �*� ��	�	��� F)�)��	���G 
	���� '������� %*� ������� 	� ���	�� �	�� � �������?
����������� )�)��&� %&'	����& ���* �������� *�
� � ��������� F+������� �� �''���� �� �
+���+������G ��'��� �� �*�	� ���	
��	�� '���	��� <�� �	�� ��)��	)�� ��� �*	� �����	��� �� �
�������:� �
�
�
��


'(���
6	��
��3 �� ����& �/�)'�� �+ �*	� �&'� �+ ������� ��� ���	��� �� �	K�����	��� �������
)��� ��� +�)��� +����� �� 	� �������& 
��& �	Æ���� �� ������ �� �����	�*) �� �� �� &�� ��
��� *�� ���� �*��� �� *�
� ����?*�)�� ��'��	�& �� �� ���

 &�
�
���
��3 �� 	� �����	����& �	Æ���� �� ��� �����	�*)� +�� ���
	�� �'�	)	���	�� '�����)�� �
+�)��� �'�	)	���	�� '�����) 	� �*� %��
���	��  ����)�� (�����) 	� �*	�* � �����)�� )���
���
�� �� ���* �+ � ��)��� �+ �	�	��E 
	�	�	�� ���* ��� ���� ��� ���& ���� 	� �� �'�	)�� F	���
����� �	������ �� ����� ����G ������ %*��� ��� ��
���� �&'�� �+ ������ �������� �*	�* *�
�
���� �*��� �� ���
���� �� P����?�����*: �����	��� �� �*	� '�����) 	��� �����	��� �*	�* )�&
��� �� �������& �'�	)�� ��� ��� �� �*��� �� �� ����� �� �*� ������ �'�	)�) +�� ��& �	
��
��� �+ '���)������

#������ ����	�
��3 �� ����& �/�)'�� �+ �*	� 	� �*� '*���)� '�����	�� +������ )�' �+ 7�*����H
�*� ������� 	� '��
	��� �	�* � ��� �+ 	�'��� ��� )��� ����� �� '�������� �*� �����J 	� ��	��
��E 	� )��� 	����	+& � ��� �+ +������� �*	�* ��� 	)'������ 	� '*���)� '������	���

.��� 	��&����
��3 %*��� ��� )��& ���� �*	�* *�
� ���� �*��� �� �� ��'���� �+ ��'������	��
	�'�� ���� 	� � ��)'������ +��)�� ���	�� �� �	���� �+ �*� 	�+��)��	�� �� '���	���J +�� �/�)'��E
	� 	)��� ��)'����	�� �� )�& �*�� �*�� � ����� ���� �+ �*� 	�+��)��	�� �	
�� �& � '	/��
�� '	/�� ��'��������	�� �+ �*� ���� 	� ��������� ��� � )��� ��)'��� ��'��������	�� �+ �*�
	)��� ��� �� +���� �& �����

�&&��0
���
��3 0	
�� �/�)'��� �+ �� 	�'�� �� ���'�� )�''	��E � ������ ������� ��� �� ���	���
�� �''��/	)��� �*� )�''	�� �� �*�� � +����� 	�'�� �	�� �	
� �''��/	)����& �*� ������� ������
	��� �*� ������ �*	�* �*� )�''	�� �*���� �	
��

����	
��
��3 -� )�& �����	��� � '���	����� 	�'�� �	�* � '���	����� ���'�� �� �*�� �	
�� �*�
��)� F�� �	)	���G ���'�� ���	�E �*� ������� �	�� �	
� �*� ��)� F�� � �	)	���G ���'�� ���	��

5���
	�
��3 %*	� ���� )�& �� ������ ��H �	
�� � ��� �+ '��
	��� �/�)'��� +��) � �	)� ���	��E
���* �� � ��� �+ ����	�� '�	��� +�� �*� ,% .E �� '���	�� �*� ��/� F+�����G ��)'���

'�����(3 ,�� �/�)'�� �� ������� �*� )�
�)��� �+ � ����� ��) F�� �����E �� ��& ���?�	����
'������G �� ����� �*�� 	�'��� F���	���G �	�� *�
� �*� ������� ���'��� F�������G�



�
 ���	��
 �� 
��
�����
��

��' � �(��� (	����# �) ����

%*� *	����& �+ ���� ������� �� ���� ��� �� �#�� �*�� 6�5�����* ��� (	��� �*���� �*�� �	)'��
������?�	�� ��	��	�� ������ ���� ��'���� �+ '��+��)	�� ��� '���	��� ���	� �'����	���� �� �*��
�	)� ���E D�� ���)��� ��� %��	�� �	������� 	�������	�� ��'���� �+ �*� ����	��	��� ��� ������
������ �+ ���	�?�	�� 	�+��)��	�� '������	��E ��� 	� ��� ���& 	� �*� �#!2� �*�� ������ *�������
	)'��)�����	��� �+ ���* �������� ����� �� �� '�������� %*� )��� ���*��	���	� '��'����� �+ �*�
��� �����	�� )��*	��� ��� ,���� 9��������� �*� 	�
����� �*� ��������
� )��*	��E �*	�* ���
���� �� '��+��) �	)'�� '������ �����	����	���

8���
��E 	� ����)� �''����� �*�� �*� ��� �����	�� )��*	��� ���� 	���'���� �+ ���
	�� ���?
��	� '�����)� ��� 	� �#$# 6	���& ��� (�'��� ����� � ����	�	
� �����	��E P(����'�����:E �*	�*
������& ��)��������� �*�� �*� �������� �+ �*�� �	)� *�� �	)	���	��� �*	�* ����� ��� �� ����?
�������� %*� ���� �+ �*� ����)��� ���	��� �������� �+ �*�� �	)� )�& �� +���� 	� �*�	� 	���	�	�&
�� ���
� @�9 '�����)� F��� 5*�'��� !G� .��*��	��) +�� ���� ��������� �	�� �*� )	� :�2� �*��
���� 4�*� 8�'����E � '*&�	�	��E ����&��� � '���	����� ����� �+ ���� ��� '��
�� �*�� �*�& *��
'����+�� '������ ��)'���	�� '��'���	�� ��� �*�� 	� �#�$ �*� ������� �����& ���� �K �*�� 9�)��?
*���E 6�5������� ��� �*� (1( 0���' ���	���
���� '����+�� �����	�� ����� �*	�* ����������� �*�
�	)	���	��� �	������� �& 6	���& ��� (�'����

��* � +	��� "����	��

%*	� �����	�� �	�� �)'*��	�� �����	�� 	� ������ ����� 9����� �*�� �����	�� 	� ���	�
�� �� *�''��
�� �*� �&��'��� F�*� )���	�� '�	��� ������� �������G ��� �*�� �� )���� �&��'�	� �Æ�	���& �	�*
��	�*���

<�� ��� ��	�� �� *��� �	)����� � �	)'�� ������ ��� F��� ,	���� ���G '��+��)	�� �����	����	��
������	�� �� �*� ��1 F��� �����G �9 ��� @�9 ������ -� �	�� ��� � ������� �	�* �*��� 	�'��
������� ? �*� ��� ��B�	��� +�� �*� 	�'�� 
����� ��� � �*	�� ������ ����� �� �*� �	�� ������� %*�
�	�� ����&� ���� � F	��� 	� ��������G�

<�� �	�� ���� 	� ����'� �+ � ? ��� '����� 	� �*���� �+ ������	�� �*� 	�'��E ��� 	� �*���� �+
��������	�� �*� +���+������ 
���� �+ �*� ������E ��� ��� '����� 	� �*���� �+ ��������	�� �*� �*����
	� ��	�*���

%� ���	� �	�*E �*� ����' ������� �����) F������� 2 ��� �G 
����� +�� �*� �*��� ��	�*�� �*���
	� �*� ������

�� %*� ��(A%.9 ������� �����)�& +��) �*� ��� �+ '������� �*��� 	� �*� ����� ��� '����� �*�
����� 	� �*� �''��'�	��� '����� �� �*� ������


� %*� ,..1,�9-�91.9 )���	'�	�� �*� ��	�*�� �& �*� 	�'�� '������� �� ��������� �*�
���'���

� L

��
���

���� F���G

%*�� & L � 	+ � � 2E & L ?� 	+ � 	 2�

�� %*� -.�08%58��0.9 �*����� �*� ��	�*�� ���� ��� ����� 
� � �	 �
� ��� 	��� �	 ���
������ �� ������	�� �� �*� +��)���

�� L �� N 
 � F�� � �G � �� F���G

 ��'� F�G?F�G ��� ��'����� �� �+��� �� ��������&�

����� �����	 
��
���

"�� �� *�
� 	�	�	�� 
����� �� L 2�!� �� L 2��� �� L 2�� ��� ��� 
 �� 2���



���� � �

�� ����

�� ��

�	�� ���� ������ ������
	�'�� 	�'�� ���'��

� � � �
� � ?� ?�
� ?� � ?�
� ?� ?� ?�

%���� ���H %*� 
����� +�� �*� ��1 '�������

BIAS

First
Input

Input
Second

Output
Neuronweight1

weight2

weight0

,	���� ���H %*�  	)'�� ������ �������

�� Q9����)�&R ������ '������ �� %*� ,..1,�9-�91.9 ���������� & L 2�! N2�� N2�� L��!�
 � &L� �*	�* 	� �*� ��)� �� �*� ������ ��� �� �*� -.�08%58��0.9 ���� ���*	���


� �)��	�� '������ 
 	� �*����� %*� ,..1,�9-�91.9 ���������� & L 2�!N2�� ?2�� L 2���
 � &L�� ��� �� L ?� ��� �� -.�08%58��0.9 ����������

�� L �� N 2�� � F�
G � � L 2�!� 2�
 L 2��

�� L �� N 2�� � F�
G � � L 2��� 2�
 L 2��

�� L �� N 2�� � F�
G � F��G L 2�� N 2�
 L 2�#

�� ��� '������ � 	� �*����� %*� ,..1,�9-�91.9 ���������� & L 2�� ? 2�� N 2�# L ����  �
& L� ��� �� L ?� ��� �� -.�08%58��0.9 ����������

�� L �� N 2�� � F�
G � � L 2��� 2�
 L 2��

�� L �� N 2�� � F�
G � F��G L 2�� N 2�
 L 2��

�� L �� N 2�� � F�
G � � L 2�#� 2�
 L 2��

�� ��� '������ � 	� �*����� %*� ,..1,�9-�91.9 ���������� & L 2�� ? 2�� ? 2�� L ?2�#�  �
& L ?� ��� �� L ?�� %*���+��� �*� -.�08%58��0.9 ���� ���*	���

!� ��� ������ '������ 
� %*� ,..1,�9-�91.9 ���������� & L 2�� ? 2�� N 2�� L2�!� %*��
& L� ��� �� L ?�� -.�08%58��0.9 ����������

�� L �� N 2�� � F�
G � � L 2��� 2�
 L �2��
�� L �� N 2�� � F�
G � F��G L 2�� N 2�
 L 2�!

�� L �� N 2�� � F�
G � � L 2��� 2�
 L 2�!

$� ��� ��� �+ �*� '������� �	
� �*� ������� ���'���� F��& 	�G�

-� ��� ���� �*� �����	�� +���� �& ��	�� �*� ��	�*�� �� �*� '���)����� �+ �*� �	�� ���N���N
 L
2� A�	�� � L ��� � L ��� 
 L �� �� ���

2�!�� N 2�!�� � 2�� L 2 F��!G



�� ���	��
 �� 
��
�����
��

X1

X2

,	���� ��!H %*� �	�� ��	�	�� F2E2�
G ��� F2�
E2G ���� �*� � '�	��� 	��� 
 ���� ��������&

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

convergence

first
second
third
fourth

,	���� ��$H %*� 	�����	
� ���
������� �+ �*� ������� �� � ��� �+ ��	�*�� �*	�* ��� '��+��) �*�
������� )�''	�� 	� �*��� �	����))��	����& *����

�*	�* �� ��� ���� �& ����	�� ��� '�	���� �+ �� L 2E �*�� 2�!�� L 2�� ��� �� �� L 2�
 �*	�*
�	
�� �� ��� '�	�� F2E2�
G�  	)	����& �� ��� ��� ����*�� '�	�� F2�
E2G �*	�* 	� ����� 	� ,	����
��!� ���	�� �*� 	)'������� �+ �*� ��� ��	�*�H 	� ������ � �����	�� �� �� +���� �*	�* ���� ���
�� �*����* �*� ��	�	�J �	�*��� � �	�� �� ����� *�
� �� *�
� � )�
	�� �*���*����

-� ��� ��� �*� ���
������� �+ �� N ���� N ���� L 2 	� ,	���� ��$� ���	�� �*�� 	�	�	���& 

'������� ��� ��������& �����	���E 
��& B�	���& � �*	�� 	� ��������& �����	��� ��� ���& �� �*� +����*
�*���� ��� ��� � '������� ��������& �����	����

����� 
��������

�� 9�'��� �*� ������ �/�)'�� �	�* �	K����� 	�	�	�� 
����� +�� �*� ��	�*��� F������	
�� �E �G�


� 9�'��� +�� �*� �9 '�������� F������	
�� �E �G�

�� ./'��	)��� �	�* �	K����� 	�	�	�� 
�����E �����	�� ������ F������	
�� �E �G�

�� ��� �� �*� @�9 '�����)� 1��:� �'��� ��� ���� �� 	� ? 	�:� 	)'���	���� F������	
� !G�



���� � �

�� ����

�� �!

��� �&'� � ? � �&'� � ? 
 �&'� � ? � �&'� � ? � �&'� � ? 
 �&'� � ? �
"����* F�)G 
�
 ��! 2�$ 
�� ��� 2��
-�	�*� F�G ��� ��2 2�! 
�2 ��! ��2

%���� ��
H %*� �����*� ��� ��	�*�� �+ �	/ 	�������� �+ ��� �&'�� �+ ����

!� 1��� �*� @�9 �����	����� ��� ��& �� ���������� �*& 	� 	� 	)'���	���� F������	
� !G�

$� ��� �� �	�� ����)'� �� ���	� � ������� �� �����	+& �*� ���� �*��� 	� %���� ��
� %*�� ��
�	�� ���	� � ������� �	�* �*� 	�'�� 
������ E 0E �B��� ��
F�E 
�
E ���G �	�* �����	���� ���	�	�� ���'�� � F�B��� �� ����� �G
F�E ��!E ��2G �	�* �����	���� ���	�	�� ���'�� �
F�E 2�$E 2�!G �	�* �����	���� ���	�	�� ���'�� �
F�E 
��E 
�2G �	�* �����	���� ���	�	�� ���'�� ?� F �B��� �� ����� �G
F�E ���E��!G �	�* �����	���� ���	�	�� ���'�� ?�
F�E 2��E��2G �	�* �����	���� ���	�	�� ���'�� ?�
���� �*�� �*� 	�	�	�� � 	� ���* ���� ������'���� �� �*� �	�� ���)

�� 1����	�� 	� &��� ��� ����� �� ���	��	�� ������ ������� ��� 	�� �'����	�� F������	
�� �E

G�

�� 1����	�� ��)� �&'	��� '�����)� �*	�* '��'�� *�
� ���� ���� �� ���
�� ����)'� �� �����	��
�*�� +������� �+ �*� '�����)� *�
� )��� �*�) �������	
� �� ��� �����	���� F������	
� $G�



�$ ���	��
 �� 
��
�����
��



������� 	

��
�������� ������ ��	 ����������

�� �*	� �*�'���E �� ��
	��  ���	��	��E (�����	�	�& ��� ��+��)��	�� %*���& ��� �*�� 	�
���	���� �*�
��'	� �+ (�	��	'�� 5�)'����� ����&�	�F(5�G�

��� %�����	�	�#

(�����	�	�& ����� �	�* �*� ����& �+ �����) 
��	��	���� -� ����� �*� '�����	�	�& �+ �� �
��� �*	�*
	� ���� �� *�''�� �� �� � ��� �*� '�����	�	�& �+ �� �
��� �*	�* �	�� �����	��& ��� *�''�� �� �� 2�
��� ��*�� '�����	�	�	�� �	� ������� 2 ��� ��

�+ �� *�
� � ��	�� ��)��� �+ �B����& �	���& �
���� �*	�* ��� *�''��E �� ��� ����� �*� '���?
��	�	�& �+ �� �����)� *�''��	�� �� ��

� F�G L
�

�

�*��� � 	� �*� ��)��� �+ �
���� �*	�* ������ 	� �*� �����)� *�''��	�� ��� 6 	� �*� ����� ��)���
�+ '���	��� �
�����%*���+���

� F�����G L
�




�*��� 8���� 	� �*� �
��� �+ � ��	� +���	�� ���� �	�* � *��� +��� �' ���

� F����G L
�

!

L

�

��

�*��� 7	�� 	� �*� �
��� �+ � '��� �+ ����� ��	�� ��� �� � 7	���
-� ��� �*�� 	+ �� ���� ��� ��	�� �� *�
� +��� �
����E 88E8%E%8 ��� %%E �� �*�� �*� '�����	�	�&

�+ ��� 8���� 	�

� F���G L
�

�

���� ���� �*�� 	+ �� �����)�:� '�����	�	�& 	� /E �*�� �*� '�����	�	�& �+ *�
	�� �*� �''��	�� �+
�*� �����)� 	� �?/� �� �*� ���
�E �*� '�����	�	�& �+ ��� ����	�� ��� 8���� 	�

� F���F���GG L
�

�

-� ��	�� �*� ��	�� '�����	�	�& �+ ��� �����)��E � ��� �E �� � F���G� %*�� 	+ �� ��� 	���������
	� �*� ��� �����)�� H

�� -� ��� � 7	�� +��) � '��� �+ !
 '��&	�� �����


� -� ��� � �'��� +��) � '��� �+ !
 '��&	�� �����

��



�� ���	��
 �� 
���
���
�� ����
� ��� ����
��
��

�� ��� �*�� ����� �*� ��	�� '�����	�	�&

� F���� � �����G L
�

!


�	��� �*��� 	� ���& � �	���� ���� +�� �*	�* ���* �����)�� ��� ��	���& '���	����
-� ��	�� �*� ����	�	���� '�����	�	�& �+ �� �
��� � �	
�� � *�� *�''���� �� � F���G� �� ���

�� �*��� �*��

� F���G L � F� � �G

� F�G

�+ �
���� ��� 	���'������E �*��

� F� � �G L � F�G�� F�G

<�� �	�� ���	�� �*�� �*	� *�''���� 	� ��� �/�)'�� �+ ����	�� �*� 7	�� �+  '���� 	� �*	�*
� F����G L �

�� ��� � F�����G L �
� � ���	�� �*�� �*	� ���� ��� ��������	�& *�''�� �	��� ����

� F���
 !�"�G L �
� ��� � F����� � ���
 !�"�G �L �

� � %*��� �
���� ��� ��� 	���'�������
-� ��� ��)��	)�� 	��������� 	� �*� )���	��� �	���	���	�� �+ � �����) 
��	���� �*	�* 	� ��	���&


��&	�� �	�* ����*�� ���� ��� �*� ��	�� �	���	���	��� 
��& ������	�� �� �*� ������

� 
 � � @

� �
�

�
��

�
��

�
��


 �
��

�
�

�
��

�
��

� �
��

�
��

�
��

�
��

� �
� 2 2 2

&

%*�� �*� )���	��� �	���	���	�� �+ @ F�*� �	���	���	�� �+ @ �
��

��� 
����� �+ <G 	� F �� �
�
� �

�
� �

�
� G �*	�� �*� )���	��� �	���	���	�� �+ < 	� F �� �

�
� �

�
� �

�
� G

��� ����	��	��

� 
��	���� �*��� �����)� 	� �����)	��� �& �*� �����)� �+ �� �/'��	)��� �	�* � �����) ��)'�?
���� 	� ����� �� � �����) 
��	����� 5���	��� �*� ��� ��	�� ����	�� �/'��	)���� "�� �*� �����)

��	���� @ �� �*� ��)��� �+ *���� ����	���� %*�� @ ��� ���� �� �*� 
����� 2E� ��� 
� 8��� @ 	�
� �	������ �����) 
��	����� -� ��� �+��� 	��������� 	� �*� �	���	���	�� �+ �*� '���	��� �����)��
�*	�* �� ��� �*	�� �+ �� � +����	�� +��) �*� ��� �+ �����)�� �� �*� 	����
�� S2E�T� %*�� 	� ���
��� ��	�� �/'��	)��� �� *�
�

@ 2 � 

(�����	�	�& ,����	�� 2�
! 2�! 2�
!
���	�� �*�� 	+ �� *�
� � �����	� �����

@ E �*� ��)��� �+ *���� �� �� �� � � � ��
+F/G L (F@L/G +F��G +F��G +F��G � � � +F��G

�*�� �*� �F��G )��� ���	�+&

�� �F��G 	 2�
�

�
�

� �F��G L �

%*	� 	� �/����	��� �� ���� �	�* �*� �	����	�� �+ � ����	����� '�����	�	�& �	���	���	�� ���* ��
����� �� +���� ���� �� �� )������ �*� )��� �+ ����� 	� � � �� ��� �+ �����H �� )	�*� �/'���
�*�� �*� )��� ��	�*� �+ ����� ����� �� � �� ��� ����� ��� �/'��� �
��& �	���� ��� �+ ����� ��
��	�* 	� �� �/����& � ��� -� )	�*� '��� �*� �	K������ ������� �*� � �� ��	�*� �*	�* 	� ������ ��
�*� ��� ��� �*� ������ ��	�*� �+ �*� ����� �� 	� ,	���� 
��� ������� �� ��� ��
�� ��� � ��	�*� ��
	���	�� �������&E 	� )���� �	���� ����� �� ���� �+ �*� '�����	�	�& �+ � '���	����� ��	�*�� ���� �*�
�������	���	�� �+ �*� +������� �+ �*� �	���	���	�� ���
� )��� *���H

����� 	�����	 �� ��
	� ���� ��
	� ��� ������



���� ����
��
�� �#

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

A Probability Distribution

,	���� 
��H � ������� '�����	�	�& �	���	���	��

�� �F�G 	 2�
�

�
�
�F�G�� L �E 	��� �*� ����� ���� ����� �*� ���
� )��� ��) �� ��

%� ��� �*� ������ '�����	�	�& �����	���� �	�* ��& 	����
��E �� �	)'�& 	�������� ������ �*� 	����
���
%*��E �*� '�����	�	�& �*�� / �	�� ������� �*� 
����� � ��� � 	�

� F� 	 � 	 �G L

� �

�

�F�G��

-� ������& ���� �F�G �*� '�����	�	�& ����	�& +����	�� F(1,G �+ �*� �	���	���	���
-� �	�� �+��� �� 	��������� 	� �*� �/'����� 
���� �+ � +����	�� �+ � �����) 
��	���� ��� �	��

��� .F+F@GG �� ������ �*	� 
����� %*� �	)'���� �/'�����	�� �� ���� 	� �*� )���� ,�� �	������

��	�����E �� ���� �*��

#� L �F$G L
�
�

���F��G

,�� �/�)'�� 	� ��� ��� ��	�� �/'��	)��� �� *�
� �*� �/'����� ��)��� �+ *����E

#F�G L 2�
! � 2 N 2�! � � N 2�
! � 
 L 2 N 2�! N 2�! L �

�*	�* 	� �*�� �� ����� *�
� �/'�����U ,�� ����	����� 
��	�����E �� *�
�

#� L �F$G L

�
��F�G��

�� ��� �*� ����� )��� �� �
������
./'�����	�� 	� � �	���� �'������ 	� �*�� .F�@ N �<G L �.F@G N �.F<G�
%*� 
��	���� �+ � �	���	���	�� ������ �*� �)���� �+ �'���� 	� �*� �	���	���	��� �� 	� ����������

+��) �*� �/'����� 
���� �+ �*� �B���� �+ �*� �	K������ �+ �*� @?
���� +��) �*� )���H

%� L & �"F$G L �FS$ � #T�G




2 ���	��
 �� 
���
���
�� ����
� ��� ����
��
��

% 	����+ 	� ����� �� �*� �������� ��
	��	��� �� 	� ���	�& �*��� �*��

%� L �F$�G� S�F$GT�

�*	�* 	� �+��� )��� ���
��	��� +�� ��?�	�� ��������	�� �	��� 	� ��� �� ���� 	� � '��� �*����* �*�
���� F�� �''���� �� � ���� '��� �� ��������� �*� )��� ��� � ������ �� ��������� �*� �B�����
�	
������� +��) �*� )���G�  � �� ��������� �*� 
��	���� �+ ��� ��� ��	�� �/'��	)���E �� *�
�

%� L 2�
! � F2� �G� N 2�! � F�� �G� N 2�
! � F
� �G� L 2�!

����� ��� �������� �� ���
�� ������������

� ����	����� �����) 
��	���� @ 	� ��	� �� �� ���)���& �	���	����� 	+ 	�� '�����	�	�& ����	�& +����	��
	�

�F�G L
�

%
�

'

�/' �� F�� #G�


%�



�� � '�����	�	�& ����	�& +����	��E +F/G )��� ���	�+&
��
�� �F�G�� L �� %*� 
���� �+ # 	� �*� )���

�+ �*� �	���	���	��� %*� 
���� �+ % 	� �*� �������� ��
	��	�� �+ �*� �	���	���	��� "���� 
����� �+
% �	
� � �	���& �'���� �	���	���	��J �)��� 
����� �+ % �	
� � �������& '����� �	���	���	��� %*�
���)�� �	���	���	�� 	� �&))���	��� ����� �*� )���� -� ��)��	)�� �����	�� �*� �	���	���	�� ��
�F#� %�GJ � 0����	�� �	���	���	�� 	� ������& �����	��� �& �*��� ��� '���)������ ,	���� 
�� 	�
�������& � �	����))��	� ��'��������	�� �+ � ���)�� �	���	���	��� %*� �K��� �+ 
��&	�� # ��� % 	�
�*��� 	� ,	���� 
�
�

%*� �������� ���)�� �	���	���	�� 	� �F2E�GJ �*��� ��� ������ 	� )��& ����	��	��� ����� �*	�*
�	
� �*� '�����	�	�& �+ �� �����)� ��	�� ���� �*�� � '���	����� 
���� 	� ���)� �+ �*� ��������
���)�� �	���	���	���

-� ��� �+ ������ *�
� �	���	���	��� �+ 
��	����� 	� )��� �*�� ��� �	)���	���  � 	+ �� *�
� �
0����	�� �	���	���	�� �+ � ��� �	)���	���� 
��	���� �*	�* *�� �*� ��)� 
��	���� 	� ���* �	����	���
�� ����� 
	�� �*	� �� � ����?�*�'�� ��)� �	�	�� �� 	�� )�/	)�) *�	�*� �
�� �*� )��� F������G
�+ �*� �	���	���	��� �+ ��� �	����	�� *�� ������� �'���� �*�� �*� ��*�� �� *�
� � �	���	���	��
+����	�� �*	�* ����� �
�� +��) ����	��J 	� �	�� ��	�� �	�� �� 	�� �������� *�	�*� ���
� �*� )��� ���
�	�� �� �������� �*�� 	� 	� �����  �)��	)�� �*��� 	� ��������	�� ������� �*� 
��	����� 	� �*	�* �*�
�	���	���	�� 	� )������� ��� 	� �*	� ���� �� �����	�� �*� 
��	���� �� � )���	/E �*���* �/�������&E
�*� �	���	���	�� �	�� ��	�� ���� ���� �*�'�� �� ��+���� %*� ���& �	K������ ��� 	� �*�� �*� �/�� �+
�*� ���� �	�� ��� ������'��� �� �*� �/�� �+ �*� )������)�����

��� ,����	����	�� �) 
�)��&��	��

����� ��������
�

� B�	�� �����)��� �+ ��)� +���� ����� �����	�*)� �+ �*	�* &�� �*���� �� �����

�� � L ����F�G�� �� L �


�

����F�G L 2�� � L �

����F�G � 2�� � � �

����F�G 	 2�� � 	 �

�� ����F�G 	� ��� ������ +�� � 	 2�

�� ����F��G L ����F�G N ����F�G

!� ����F
	
� G L ����F�G � ����F�G



���� �����
�
���
�� �� 
���
���
�� 
�

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

-4 -2 0 2 4

Various means

exp(-x*x)
exp(-(x-3)*(x-3))
exp(-(x+2)*(x+2))

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

-4 -2 0 2 4

Various variances

exp(-x*x)
exp(-x*x/4)

exp(-x*x/0.4)

,	���� 
�
H %*� ��' �	����) �*��� �*� �K��� �+ �	K����� 
����� �+ #J �*� �����) �+ �	K����� 
�����
�+ %� ���� �*�� 	� �*� �����) ����� �� *�
� ��� ���� �*� �� ���) �� ���)��	�� �*� *�	�*� ���





 ���	��
 �� 
���
���
�� ����
� ��� ����
��
��

$�

����F�
�G L 
 ����F�G

����F�
�G L � ����F�G

����F�
�G L � ����F�G

�� ����F�G L �

��

����F�
�G L 
 ����F�G L 


����F�
�G L � ����F�G L �

#� ����F
�
�G L �

� ����F�G L
�
�

�2�

����F
�

��
G L ����F�

��G L �
 ����F�G L �


����F
�

��
G L ����F�

��G L �� ����F�G L ��

%*��� ��� �*� )��� 	)'������ +���� ����� �����	�*)� &�� )��� ����� %*�& ��� �� +���� 	� ��&
���)�����& ��	
���	�& )��*�)��	�� ���� ��� �	�� ��� �� '��
�� *����

-� �	�� ���	� �	�* � ����	�����	�� �+ � ��	�� �&���) �+ �	������ �
�����

�����  �!��
�����

 *����� ��
	��� � )������ �+ �*� 	�+��)��	�� ������� �+ �� �
��� 	� ���)� �+ �*� '�����	�	�&
�+ �*� �
��� *�''��	��� 8� �	�*�� �� B����	+& �*� 	���	�	
� �����'� �*�� �*� ���������� �+ ��
���	���& �
��� ����� &�� )��� �*�� �*�� �+ � �	���& �
���� 8� ������ �*� 	�+��)��	�� 	� �� �
���
	E �� �� � ��� �� �*��� �� 	� �*� '�����	�	�& �*�� �*� �
��� �������� � �������

%*	� ���	���� ��� 	���	�	
� �����'� �*�� 	+ �� �
��� �*	�* 	� ���	���& F*�� � ��� '�����	�	�&G
*�''���E �� ����� )��� �*�� 	+ �� �
��� �*	�* *�� � *	�* '�����	�	�& *�''���� �+ �� ���� � ��	�
��� 	� ����� �' 8���� �� *�
� ������� ��)��*	�� ? �� ��� ��� ���� ��� �*� �����)� %�	��J ���
�*�� �� ��� � '��� �+ ����� ��� ��� �� *�
� �*� 7	�� �+  '����E �� *�
� ������� � ��� )��� ?
�� ��� ���� ��� �*� ��*�� !� ������

-� ��� �*�� 	+ �� �
��� 	� ����� �� *�''�� F��� �� 	�� '�����	�	�& 	� �G �*�� �*� 	�+��)��	��
�� ��� +��) 	� 	� 2 �	��� ���F�G L2�  	)	����& �*� ������ �*� '�����	�	�& �+ �� �
��� 	� �� 2E �*�
������ �*� 	�+��)��	�� B����	�& �� ��� �*�� �*� �
��� *�''����

�+ �� ���� 	� �����	�*)� �� ���� ���E �� ��& ��� 	�+��)��	�� 	� 	� �	��� %*��E 	+ �� ���� � ��	�E
(F8G L 2�! ��� �� �*� 	�+��)��	�� �� ��� �*�� �� ��� � 8��� 	�

( L ����� �


L ���� 
 L ����

�*	�* ���	���� �� �� ��)'���� ��	���	��� 	� �*�� �� ���� �*�� 	� ����� � �	� �� *��� �*� 	�+��)��	��
�*�� � ���*�� �*�� � *�� *�''����� -	�* ��� '��
	��� �
��� �+ ����	�� ��� ��	��E (F88G L �

�
��� �� �*� 	�+��)��	�� �� ��� �*�� �� ��� �*� �
��� 88 	�

( L � ����
�

�
L ���� � L ���� 


� L 
 ���� 
 L 
����

�+ �� *�� � ��	��E (F888G L �
� ��� �� �*� 	�+��)��	�� �� ��� +��) �*	� �
��� 	�

( L � ����
�

�
L ���� � L ���� 


� L � ���� 
 L �����



���� �����
�
���
�� �� 
���
���
�� 
�

	��� �� *�
� ��	��� )��� 	�+��)��	�� +��) �*� ���� �	���& �
����
�+ �� ���� 	� ��� �� ���� �2 ��� ������� ��� 	� �	�	��J 	+ �� ���� 	� ��� �� ���� � �� *�
� �����

-� �	�� ����)� ���� ������ ��*���	�� ������ ��� &�� ��� ��� �	�	�� +�� &��� �����	�� ���� ���� 	+
�� *�
� �*� ��	�?����	�� �/'��	)���E �*� 	�+��)��	�� ��	��� 	� �	�	�� �*�� � 8��� 	� ��
����� 	�

(F�G L � ����� 2�! L 2��

�*	�� 	� �*� ��� ��	� �/'��	)���E

(F��G L ������2�
! L 2�$

��� 	� �*� �*��� ��	� �/'��)���E

(F���G L ������2��
! L 2�#

���	�� �*�� �*	�� �*��� ���� �*��� ������ ��� ��� 	�+��)��	�� )������� 	� �	�	��E �*�& ��� 	� �*�
��)� '��'���	�� �� �*� 	�+��)��	�� )������� 	� �	�� �*�� �� ���� ����	���

����� 
�����"

A�	�� 	�+��)��	��E �� ����� �*� �����'& F�� �������	��& �� 	�+��)��	�� �������G �+ � ��� �+ �
�
���� �� ��

� L �
��
���

�� ��� ��

%*�� 	�E �*� �����'& 	� �*� 	�+��)��	�� �� ����� �/'��� �� ��� +��) ��� �
��� *�''��	�� �*���
�*	� �/'�����	�� 	� ����� �
�� �*� ����)��� �+ '���	��� �����)��� �� 	� �*� )��� 	�+��)��	�� ��
��� +��) �*� ��������

%*�� 	+ �� ���� � �	���� ��	�E �� *�
� ��� '���	��� �
����E ���* �	�* �����	���� '�����	�	�& �+
2�!�  � �*� �����'& �����	���� �	�* ����	�� � ��	� 	�

� L �F�G(F�G N �F) G(F) G

L �
��

���

�



����

�



L ��



����

�



� �



����

�



L ����
 L ����

�*	�* 	� �*�� �� ����� �/'��� ? �� ���� � �	� �+ ���� �� �����	�� �*� ������ �+ � �	���� ��	� ����	��
�/'��	)����

��� �� ��� ����	��� �� �/�)'�� �	�* � ���?��	+��) �	���	���	��H ��� �� 	)��	�� � *���� ����
�	�* � *����� ���	�� '���� "�� �*� '�����	�	�& �+ ���* *���� �	��	�� �� F �� �

�
� �

�
� �

�
�� �

�
�� �

�
�� �

�
�� �

�
�� G�

%*�� �*� �����'& �+ �*� *���� ���� 	�

� L ��



���

�



� �

�
���

�

�
� �

�
���

�

�
� �

�$
���

�

�$
� �

�

$�
���

�

$�
L 
����

���	�� �*�� 	+ �� *�� � *����� �+ �B��� '�����	�	�&E � L �� � �
� ���

�
� L ����� 	��� �*��� 	� )���

�������	��& 	+ �
��& *���� 	� �*� ���� *�� �B��� '�����	�	�& �+ �	��	��� %*	� 	� � ������� ����H
�*��� 	� )��� �������	��& 	� � �	����	�� 	+ �
��& �����)� 	� �B����& '��������

.����'& 	� ����&� 	 2 �	��� 2 � � F$G � � ��� �� ��� �

 	�
 	 2�

� 7��-�� 80��&(� 
� .
�
��

5���	��� � ��� �	�* � ����� 	� 	�� "�� �*��� ��	�	����& �� � ��� ��� � ����� ����� ��� ��� �� ��� ��
���� �� �	K�����	��� ������� �*� ��� ����� ��� �	�*	� �*� ��� �+ ����� ������ %*��

� F*��G L
�

�
L

�




� F���
 G L
�

�
L

�







� ���	��
 �� 
���
���
�� ����
� ��� ����
��
��

%*�� �*� 	�+��)��	�� �� ��� �*�� �� '	�� � ���� 	� �	�*��

(F*��G L � �����
�



L 2���	�	�� ��

(F���
 G L � �����
�



L 2���	�	��

%*�� �*� �����'& F�� �������	��& �� �/'����� 	�+��)��	�� �� ��� �*�� �� '	�� � ����G 	�

� L �
��

���

�� ����� ���	�	��

L �F�


�����

�



N

�



�����

�



G

� �F�


� F�2��G N �



� F�2��GG

L 2���	�	��

��� ��� �� �*���� �*� �/'��	)���H �� ��� *�
� 
 ��� ����� ��� $ ����� ����� ��� ��

� F*��G L



�
L

�

�

� F���
 G L
$

�
L

�

�

%*�� �*� 	�+��)��	�� �� ��� �*�� �� '	�� � ���� 	� �	�*��

(F*��G L � �����
�

�
L 2�$�	�	�� ��

(F���
 G L � �����
�

�
L 2��
�	�	��

%*�� �*� �����'& 	�

� L �
��

���

�� ����� ���	�	��

L �F�
�
�����

�

�
N

�

�
�����

�

�
G

� �F�
�
� F�2�$G N �

�
� F�2��
GG

L 2�
��	�	��

���	�� �*� ���' 	� �����'& �	��� �� *�
� ��)� '�	�� ��������� �+ �*�� �� �/'��� �� ��� �*��
�� '	�� � ���� ��� �� �� ��	� ���� 	�+��)��	�� �*�� �� '	�� 	��

"�� �� ����	��� 	� �*	� ��&H �� ��� *�
� � ��� ����� ��� � ����� ����� ��� ��

� F*��G L
�

�

� F���
 G L
�

�

%*�� �*� 	�+��)��	�� �� ��� �*�� �� '	�� � ���� 	� �	�*��

(F*��G L � �����
�

�
L 2�#�	�	�� ��

(F���
 G L � �����
�

�
L 2�2!��	�	��



���� �����
�
���
�� �� 
���
���
�� 
!

� 
 � � @
� �

�
�
��

�
��

�
��


 �
��

�
�

�
��

�
��

� �
��

�
��

�
��

�
��

� �
� 2 2 2

&

%���� 
��H %*� ��	�� �	���	���	�� �+ @ ��� <�

%*�� �*� �����'& 	�

� L �
��

���

�� ����� ���	�	��

L �F�
�
�����

�

�
N

�

�
�����

�

�
G

� �F�
�
� F�2�#G N �

�
� F�2�2!�GG

L 2��$�	�	��

����# $���� ��	 %��	������� 
�����"

,�� � '�	� �+ �����) 
��	����� @ ��� <E 	+ �F�� +G 	� �*� ��	�� '�����	�	�& �+ @ ���	�� �� �*� ���


���� ��� < ���	�� �� �*� +�� 
����E �� ����� �*� �����'& �+ �*� ��	�� �	���	���	�� ��H

�F$�, G L �
�
���

�F�� +G ��� �F�� +G

 	)	����&E �� ��� ����� �*� ����	�	���� �����'& F�� �B�	
����	�� �� ��)�	�	�� �������	��& 	�
/ 	+ �� ��� �	
�� &G ��H

�F$ �, G L �
�
���

�F�� +G ��� �F��+G

%*	� )�& ���) � �	���� ������� �	��� �� ��� �*� ��	�� '�����	�	�& �	)�� �*� �����	�*) �+ �*�
����	�	���� '�����	�	�&E ��� ���� �*��

�F$ �, G L
�
�

�F+G�F$ �, L +G

L �
�
�

�F+G
�
�

�F��+G ��� �F��+G

L �
�
���

�F�� +G ��� �F��+G

-� ��� ������ �*� ����	�	���� ��� ��	�� �����'& ��	�� �*� +�����	�� +��)���

�F$�, G L �F$G N�F, �$G F
��G

� �	����))��	� ��'��������	�� �+ �*��� �	���	���	��� 	� �*��� 	� ,	���� !��2�

� 7��-�� 80��&(�

-� '��
	����& )�� �*� ��	�� '�����	�	�& �	���	���	�� �*��� 	� %���� 
���
-� ����� �*�� �*� )���	��� �	���	���	�� �+ @ F�*� �	���	���	�� �+ @ �
�� ��� 
����� �+ <G 	�

F �� �
�
� �

�
� �

�
� G �*	�� �*� )���	��� �	���	���	�� �+ < 	� F �� �

�
� �

�
� �

�
� G� -� �	�� ��� �*	� ��� �� ���������

�*� �����	���� �����'	���




$ ���	��
 �� 
���
���
�� ����
� ��� ����
��
��

���	�� ���� �*��

�F$G L �
�
�

�� ��� ��

L �F�


���

�



N

�

�
���

�

�
N 
 � �

�
���

�

�
G

L
�

�
�	��

 	)	����&E �F, G L 
 �	��

��� �*� ����	�	���� �����'& 	� �	
�� �&

�F$ �, G L

��
���

�F, L �G�F$ �, L �G

L
�

�
�F

�



�
�

�
�
�

�
�
�

�
G N

�

�
�F

�

�
�
�



�
�

�
�
�

�
G

�

�
�F

�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
G N

�

�
�F�� 2� 2� 2G

L
�

�
� �
�
N

�

�
� �
�
N

�

�
� 
 N �

�
� 2

L
��

�
�	��

 	)	����& �� ��� �*�� �*�� �F, �$G L ��
� �	���

%� ��������� 8F@E<G �� �	�� ���������

�F$�, G L �
�
���

�F�� +G ��� �F�� +G

L �F�
�
���

�

�
N

�

�$
���

�

�$
N ���

L

�

�
�	��

����& '�����  �!��
�����

%*� )����� 	�+��)��	�� ������� ��� �����) 
��	����� @ ��� < 	� ������� �& �F@E<G�
 *����� ���� �*���� �*�� 	+ / 	� � �����)	���� �	���� ��� & 	� �*� ����	
�� �	����E �*�� �*�

	�+��)��	�� �*	�* ����	
	�� & �	
�� ����� / 	�

(F�J �G L �F�G��F���G F
�
G

�� (F�J �G L �F�G��F���G F
��G

�� (F�J �G L �F�G N�F�G��F�� �G F
��G

������� �+ �*� �&))���& �+ �*� ���
� �B���	���E �*	� ���) 	� ����� �� �*� )����� 	�+��)��	��
������� / ��� &�

,�� �*� �/�)'�� 	� ����	�� 
����E �� ��� ��������� �*� )����� 	�+��)��	�� ������� @ ��� < ��

(F�J �G L �F�G��F���G
L F

�

�
� ��

�
G �	��

L
�

�
����

%*	� ������� ���� �	�* ��� 	���	�	�� �*�� �*��� 	� ��)� 	�+��)��	�� �
�	����� ����� @ �*�� ��
���� < F���� �� �*� ���� �	�� �+ �*� �����G ��� ��� �����& �*�� )��* F���� �� �*� �*	�� �	��G�



���� �����
�
���
�� �� 
���
���
�� 
�

%*� �*����� ��'��	�& 	� ������ �� �� �*� )�/	)�) 
���� �
�� ��� '���	��� 
����� �+ / ��� &
�+ �*	� )����� 	�+��)��	���

�� ��))��&E �*� ���	� +���� 	� �*	�* �� �	�� ���� �� 	������� ���H

� ������� �*� ��������� �+ �� ���	���& �
��� *�� )��� 	�+��)��	�� �*�� �*�� �+ � �	���& �
���E
	� *�� � *	�*�� 	�+��)��	�� ��������

� 8����E � ���� ��� �	�* *	�* 
��	���� 	� �	���� �� �����	� )��� 	�+��)��	�� �*�� ��� �	�*
�)��� 
��	�����

� � �*����� �+ )�/	)�) ��'��	�& 	� ������ �& �22V )����� 	�+��)��	�� 	��� (F�J �G L �F�G

����( ��� )������� ������� ��������

-� )�& ��� �����'&?����� )������� �� )������ �*� �	K������ ������� ��� �	K����� '�����	�?
	�& �	���	���	���� %*� )��� ��))�� )��*�� 	� �� ��� �*� 7������� "�	���� 1	������ �*	�* 	�
��)��	)�� ����� �� �����	
� �����'&�

9����	
� �����'& 	� ������ ��

-F� � .G L
�
�

�F�G ���
�F�G

.F�G
L �F���

�F�G

.F�G
G F
�!G

�� ��� �� �*���*� �+ �� � )������ �+ �*� 	��Æ�	���& �+ ����)	�� �*�� �*� �	���	���	�� 	� B �*��
�*� ���� �	���	���	�� 	� '� ���� 	+ �� ���� �*� ���� �	���	���	�� �+ � ��� �+ ��	�� �&)����E �� ���
��������� �*� �'�	)�� F8�K)��G ���	�� +�� �*�� ���� ��� 	+ �� ����)� �*�� �*� �	���	���	�� 	� B
�*�� 	� +��� 	� 	� 'E �� �	�� ��������� �� 	��Æ�	��� ���	��� -� ��� 	� +��� �*�� �*�� 	� �*	� ����
�*� �
����� �����* �+ �*� ���� F�*	�* �*���� �� 8F'GG �	�� 	� +��� �� 8F'G N -F� � .G�

9����	
� �����'& *�� �*� +�����	�� '��'���	��H

� �� 	� ����&� ���?�����	
�J 	� ��*�� �����E �� ����&� ���� ��)� �Æ�	���& �*�� �� ����)�
�*� ����� '�����	�	�& �	���	���	���

� �� 	� ��� ��))����	
�� -F� � .G �L -F. � �G� ���	�� �*�� �*	� )���� �*�� 	� 	� ��� � ����
�	������ )�������

�� 80��&(�

"�� �� ����	��� �� �/'��	)��� 	� �*	�* �*��� ��� ��� '���	��� �����)�� 2 ��� �� "�� �� ���	�
�
�*�� �*� '�����	�	�& �	���	���	�� �+ �����)�� 	� 'F2G L 2�! E 'F�G L2�!G �*�� �*� ���� �	���	���	��
	� 'F2G L 2�
!E 'F�G L 2��!� %*��

-F.���G L
�

�
���

�
�
�
�

N
�

�
���

�
�
�
�

L 2����� �	��

%*	� 	� � )������ �+ �*� '�����& �� 	���� 	+ �� ����)� �*� ����� �	���	���	��� ���	�� �*��

-F���.G L
�



���

�
�
�
�

N
�



���

�
�
�
�

L 2�
2�! �	��

����* 
�����" !��
 � %��������� ������������

%� '������� �*� �	������ �	���	���	���E �� ��� ����� �*� ����������� ����
�� �+ � �	���	���	�� ��

/F$G L �
�
�

�F�G ��� �F�G�� F
�$G




� ���	��
 �� 
���
���
�� ����
� ��� ����
��
��

�*���  	� �*� ��''��� ��� �+ �*� �����) 
��	���� @� ,�� �/�)'�� 	+ �� ����	��� � �����) 
��	����
�	���	����� ��	+��)�& ������� 2 ��� �E �� �*�� 	�� ����	�& +����	�� 	� �

� +��) 2 �� � ��� 2 �����*���E
�*�� 	�� �	K�����	�� �����'& 	�

/F$G L �
� �

�

�

�
���

�

�
L ��� � F
��G

%*	� 	� 	���	�	
��& �''���	�� �	���E 	+ � *�� � ����� 
���� F�*� �	���	���	�� *�� � ����� �'����G �*�
�	���	���	��:� �����'& 	� ������

��� �+ �*��� ��)� �/����	��� �� �*� ���	� 	��� �*	�* �� )�� �*�� �� ���� �	������ �����'& ���

��	� +�� �	K�����	�� �����'& ��� �� �*���� ���� �*�� ��)� �+ ��� ������� ��� ��� ��������	�& ��	���
-� ���E *���
��E )��� �+��� 	��������� 	� �*� �����	���*	' ���� ������� �*� ���'��� �+ � ������
������� ��� �*� 	�'��� ��� 	� ��� �� �*��� �*�� �*� 	���	�� '��� �+ �*�	� �	K�����	�� �����'& �	��
������ ��� )���	�� �*�� �*� )����� 	�+��)��	�� ������� 	�'��� ��� ���'��� 	� � ����
��� ��	��
B����	�& �� ��� �� )������ �*� �K���	
����� �+ �*� ��������

����� 
�����" ��	 ��� �������� ������������

"�� �� ����)'� �� ��� �*� �	���	���	�� �*	�* *�� �������� �����'&� %*	� ���� )���� �	���� 	� �*	�
+��) �	��� �� ��� )����& ���' ���	�� '�	��� �� �*� �	���	���	�� �� 	������� �*� �������	��&O�����'&
	� �*� �	���	���	��� -� )��� �������	� �*� '�����) 	� ��)� ��& ��+��� 	� )���� ������

8�&�	� '��� 	� �*	� ��&H

-	�* �*� �	K�����	�� �����'& �+ � �����) 
��	���� / ������ �&

/F�G L �
� �

��
�F�G ��� �F�G�� F
��G

��� �*� '�����	�	�& ����	�& +����	�� +F/G +�� �*	�* *F/G 	� � )�/	)�)E ������� �� �*�
��� �������	��� � �

��
�F�G�� L � F
�#G

��� � �

��
F�� #G��F�G�� L %� L � �������� F
��2G

�*��� # 	� �*� )��� �+ �*� �	���	���	�� ��� %� 	� 	�� 
��	�����

%*� ���� �������	�� �	)'�& ������� �*�� �*� +����	�� +FG 	� � '��'�� '�����	�	�& ����	�& +���?
�	��J �*� ������ �������	�� �*� 
��	���� �+ �*� �	���	���	��� -� �	�� �*�� �*�� �*� �	���	���	��
�	�* �������� �����'& +�� � �	
�� 
��	���� F�'����G 	� �*� 0����	�� �	���	���	��� %*��� 	� )���
�������	��&O	�+��)��	�� 	� � 0����	�� �	���	���	�� �*�� 	� ��& ��*�� ��)'������ �	���	���	��U

 � �� *�
� �� �'�	)	���	�� '�����) F)�/	)	�� �*� �����'&G ����� �����	� �������	���� -�
	����'����� �*� �������	��� 	��� �*� �'�	)	���	�� '�����) ��	�� "������� )���	'�	��� �� �*�� ��
�	�* �� ��� �*� )�/	)�) �+

�
� �

��
�F�G ��� �F�G��N 0�

� �

��
�F�G��N 0�

� �

��
F� � #G��F�G��

L �
� �

��
��F�G ��� �F�G N 0��F�G N 0�F�� #G��F�G
��

�*��� 0� ��� 0� ��� �*� "������� )���	'�	���� %*	� )�/	)�) 	� ��*	�
�� �*�� �*� ���	
��	
� �+
�*� 	�������� �	�* ���'��� �� �*� +����	�� +F/G 	� ;���� 	��� �*��

2 L ��� ��� �F�G N 0� N 0�F�� #G�

��� �F�G L �� N 0� N 0�F�� #G�

�F�G L �/'F�� N 0� N 0�F�� #G�G F
���G



���� 
���
���
�� ����
� ��� ��� ���
�� 
#

 ����	���	�� �*	� 	��� �B���	��� 
�# ��� 
��2 �	
��
� �

��
�/'F�� N 0� N 0�F�� #G�G�� L �

� �

��
F�� #G� �/'F�� N 0� N 0�F�� #G�G�� L %�

�*	�* �	
�� �� ��� �B���	��� 	� �*� ��� �������� 0� ��� 0� �*	�* ��� �� ���
�� �� �	
�

0� L �� ���F
'%�G

0� L � �


%�

�*	�* ��� �� 	������� 	� �B���	�� 
��� �� �	
�

�F�G L
��

'%

�/'F� F�� #G�


%�
G F
��
G

�*� '�����	�	�& ����	�& +����	�� �+ � 0����	�� �	���	���	��� -*�� �� ��� �*	� �� ��������� �*�
�����'& �+ �*� 0����	�� �	���	���	�� �� ���

/F�G L
�



�� N ���F
'%�G
 F
���G

�� ��))��&E �� *�
� �*���

�� %*� 0����	�� �	���	���	�� 	� �*� �	���	���	�� �	�* �*� �������� �����'& +�� � �	
�� 
��	����H
	+ / ��� & ��� ���* �����) 
��	����� �	�* � �	
�� 
��	���� %� ��� 	+ / 	� � 0����	�� �����)

��	����E �*��

/F�G 	 /F�G F
���G


� %*� �����'& �+ � 0����	�� �����) 
��	���� 	� ������& �����)	��� �& 	�� 
��	����� -� �	��
����� ��� �*�� �*	� 	� ��� ���� +�� ��*�� �	���	���	����

��� 
�)��&��	�� "(���# ��� �(� ������

"	����� *�� ����&��� �*� �K��� �+ ��	�� �� � ������:� '������	�� ��'��	�	�	���
8� ���	�� �& ����	�� �*� ��+�)�/ '�	��	'�� F�� �	�� �	����� *	� ������� 	� � ����� �*�'���G

�*	�* ��� �� ������ �''��/	)����& ��H 	� 	� �*� ���'���	�	�	�& �+ �*� ������� 	� �*� ���'�� ��&��
�+ � ������� �� ��	���& )�/	)	�� �*� 	�+��)��	�� �� �*� ���'��� ����� �*� 	�'�� ���	
��	��� �+ �*�
�������� 	��� �� �*���� )�/	)	�� �*� �
����� )����� 	�+��)��	�� ������� 	�'��� 0 ��� ���'���
�� 8���
�� *� �*��� �*�� �*	� )�/	)	���	�� ������ �� ���� �	�*��� ���	�� ������� �+ ��	�� 	�
�*� �&���)�

��#�� +�� ������ ,��� ����� �� ��� +�����

5���	��� �*� �	����	�� 	� ,	���� 
��� -� *�
� � �	���� ��'�� ������ �*	�* 	� ����	
	�� �*� ��	�*���
��) �+ 	�� 	�'��� ��� �*��� ��	�� 	� �����'��� �& ��)� '������	�� ��	��� �� 	� ����� �*�� ����
������� ��� ��	�&� ��� �*�� �*� ������ �+ �*	� ��	�� )�& ��)� +��) � 
��	��& �+ �������� -� �	��
��� ����	��� �*� �*�)	��� �� ������	��� ������ �+ ���* ��	��E ��� �	)'�& )���� �*� �&���) ��

� L F
�
�

����G N 1 F
��!G

%*� ������� '�����) ������ �� ����&��� ��� �� ��� )��� ��)� ����)'�	��� �� )��� �*� ����&�	�
�+ F
��!G ���������H ��� �� ����)� �*��

����		� ��	 ����	 ��� �	 	��	����� �� ��	 ����������� ������� �� � �	�� �	����



�2 ���	��
 �� 
���
���
�� ����
� ��� ����
��
��

Inputs

weights

Noise

output

y

v

x

x

x1

2

n

,	���� 
��H � �	���� ���'�� ������ ����� �*� ��	�*��� ��) �+ �*� 	�'��� ��� 	�� ��	�� 	� �����'���
�& ��	���

� �*� ���'�� �+ �*� ������E &E 	� � 0����	�� �����) 
��	���� �	�* 
��	���� %�� �

� �*� '������	�� ��	�� 	� ���� � ;��� )��� 0����	�� �����) 
��	���� �	�* 
��	���� %�� �

� �*� ��	�� 	� ������������ �	�* ��& �+ �*� 	�'��� 	���

�F1��G L 2�
+ F
��$G

��� �*� )����� 	�+��)��	�� ������� 	�'��� ��� ���'��� 	� �	
�� �&

(F0J �G L /F�G� /F��0G F
���G

�*	�* 	� �	)'�& ����	�� �*�� �*� 	�+��)��	�� 	� �*� ���'�� ����� �*� 	�'��� 	� �*� �/'�����
	�+��)��	�� 	� �*� ���'�� )	��� �*� �����'&O�������	��& 	� �*� ���'�� �*�� �� ���� �*� 	�'����
��� �*	� ���� ���) 	� �����& ��� �� �*� ��	�� �	��� �*� ������ 	� ��*���	�� �����)	�	��	� ��� ��
/F��0G L /F1G� %*���+���

(F0J �G L /F�G� /F1G F
���G

��� �	�* ��� 0����	�� ����)'�	���E �� *�
�

/F�G L
�



�� N ���F
'%��G


/F1G L
�



�� N ���F
'%��G


���	�� �*�� %� ��'���� �� %� � %*�� �*� 	�+��)��	�� �� �*� ���'�� ����� �*� 	�'��� 	� �	
�� �&

(F0J �G L /F�G� /F1G

L
�



�� N ���F
'%��G
 �

�



�� N ���F
'%��G


L
�



���

%��
%��

%*� ���	�

��

��

	� �*� �	����?��?��	�� ���	� �+ �*� ������� A�����& �� ��� �� �	���� ����� �*� 
��	���� �+

�*� ��	�� ��� �� �� 	)'��
� �*	� ���	� �� )��� 	������� �*� 
��	���� �+ �*� ���'��� 	��� �� )�/	)	��
�*� 	�+��)��	�� �� �*� ���'�� ����� �*� 	�'���E �� )��� F����� �*� 0����	�� ����)'�	��� ���
�	�* ��	�� ���& �� �*� ���'���G 	������� �*� 
��	���� �+ �*� ���'���� -� ��� �� �*	� �& �����	��
�*� ��	�*�� �� ���� 	� )���	����J �	��� 	������� 	� �*� 
���� �+ �*� ��	�*�� ���� ��� �K��� �*�
��	��E �*	� ��� �� ���� 	���'�������& �+ ��& ��	�� �K����� ���	�E 	���	�	
��& �''���	���



���� 
���
���
�� ����
� ��� ��� ���
�� ��

Inputs
and
noise

Outputs

weights
x

v

x

v

x

v

y

w

w

w

1

1

2

2

2

n

n

n

1

,	���� 
��H ��� �*� ��	�� 	� �K���	�� �*� 	�'��� ��� 	� �*���+��� ��	�� �����)	���� �& �*� ��	�*���

��#�� ����� �� ���  �����

8���
�� �*	� �	)'�� �	����	�� ���� ��� �+��� '��
�	�J )��� ��))���& �� *�
� �*� �	����	�� 	�
,	���� 
�� 	� �*	�* �*��� 	� ��	�� �� ��� 	�'���� ����	�	
��& �� )	�*� �/'��� �*�� �*� +��� �*��
�*� ��	�*�� ��� ��	�� ���� �� �����)	� �*� ��	�� �� ���� �� �*� 	�'��� )	�*� �	)	� �*� �K���	
�����
�+ ��	�*� �����* �����	��� 	� �*� ���� ����	��� -� �*��� ��� �*�� �*	� 	� ���

"�� �� )��� �*� ��)� ����)'�	��� ����� �*� ������ �+ �*� �	���	���	��� ��� �*� ��	�� �*���
���* ����)'�	��� ��� )��� �	�* ���'��� �� ���* 	�'�� ��	��� ��� �� *�
�

� L
�
�

��F�� N 1�G

L
�
�

���� N
�
�

��1�

L
�
�

���� N 2

�*��� �*� ��))�� ��	�� 2 	� � ;��� )��� 0����	�� �	���	���	�� �*��� 
��	���� 	� �	
�� �&

%�� L

� �
�

F��1� � 2G��F2�G�2�

L
�
�

��
�

�
1�� �F2�G�2�

L
�
�

��
�%

�
�

��� �� �*� �����'& �+ �*� ��	�� �*	� �	)� 	� �	
�� �&

/F2G L
�



�� N 
'%��F

�
�

��G
�
 F
��#G

��� �� �*� )����� 	�+��)��	�� ������� 	�'��� ��� ���'�� 	� �	
�� �&

(F0J �G L
�



���F

%��
%��F
�

� ��G�
G F
�
2G

���	� �� )��� ����)� �*�� �� *�
� �� ������� �
�� �*� )���	���� �+ �*� ��	�� ��� �� �� )���

)�/	)	��

��

	
�

�
��
�

� ��� 	� �*	� ���� 	� 	� ��� ��Æ�	��� )����& �� 	������� �*� )���	���� �+ �*�

��	�*�� �	��� �& ��	�� �� �� ��� ���� 	������	�� �*� �K��� �+ �*� ��	�� �� �*� ����)	������ 6���
��'*	��	����� ����	�� )��� �� �)'��&�� �� � ������?�&?������ ���	��



�
 ���	��
 �� 
���
���
�� ����
� ��� ����
��
��

Inputs

weights

y

x

x

x1

2

n
y

1

2

Noise

v2

v1

Noise

output s

,	���� 
�!H %�� ���'��� ����)'�	�� �� ��	���& ���
�& �� )��* 	�+��)��	�� �� '���	��� ����� �*�
	�'����

��#�� '��� ���� ��� ������ ������

5���	��� �*� ������� �*��� 	� ,	���� 
�!� .��* ���'�� ������:� ���	
��	�� 	� �	
�� �&

�� L F
�
�

�����G N 1� F
�
�G

-� �	�� ��� �*� ��)� ����)'�	��� �� '��
	����&�  	��� �*� ��	�� ���)� ��� ������������ ���
0����	��E �*�& ��� ���� 	���'������ ��� ��

/F1G L /F1�� 1�G L /F1�G N /F1�G L � N ���F
'%��G F
�

G

��� �	��� �*� ���'�� ������� ��� ���* ��'������ �� �*� ��)� 	�'�� 
����� 0 �*��� �	�� �� �
��������	�� ������� �*�	� ���'���� "�� �*� ��������	�� )���	/ �� 9� %*��

* L �F��� G L

�
��
��

��
�� ��

	
L

�
"�� "��
"�� "��

�
F
�
�G

�*��� "�� L �F����G� 	��� 	+ �*� ���'��� ��� ;��� )���E �*� )�	� �	������ �����	�� �*� 
��	�����
�+ ���* ���'�� �*	�� �*� �K?�	������ ���)� �����	� �*� ��
��	������

"�� L %�� N %��

"�� L "�� L %�%�2��

"�� L %�� N %��

�*��� %�� � � L �� 
 	� �*� 
��	���� �+ ���* ���'�� ������ �� ��� ��	���� 
� �
�	� �*	�� 2�� 	� �*�
��������	�� ���Æ�	��� �+ �*� ���'�� �	����� ���� 	� �*� ������� �+ ��	��� ���� �*�� 	� �*� ��������	��
�+ "��E �� ��� �*� +��� �*�� �F1�1�G L 2 ����

��� �*� ������� ���� �+ � )���	
��	��� 0����	�� �	���	���	�� *�� �����'&

/F�G L � N ���F
' ���F*GG F
�
�G

��� �� �*� )����� 	�+��)��	�� 	� �	
�� �&

(F0J�G L ���F
���F*G

%��
G F
�
!G

 � �� ���	� ���:� �� ��&�*	�� ����� �*� '���� 	� �*� ��	��E %�� ��� �� �� )�/	)	�� )�����
	�+��)��	�� �� )��� )�/	)	��

���F*G L "��"�� � "��"��

L %�� N %��F%
�
� N %��G N %��%

�
�F�� 2���G F
�
$G

 � �� ��� 	����	+& ��� ��'����� �	����	���H



���� 	

��
	�� ���	����� ������
� ��

����� ��
�� "��
��	� �+ %�� 	� �����E �� ��� 	����� �*� �*	�� ���) 	� �B���	�� F
�
$G �	��� 	�
	� 	���'������ �+ %�� � %*�� �	��� %�� 	� � �	
�� F�� ������ �K��� 	�G �� )��� )�/	)	��
�*� ������� ���)E %�� N %�� �*	�* ��� �� ���� �& )�/	)	�	�� �*� 
��	���� �+ �	�*�� ������
	���'�������& �+ �*� ��*��� �� ��*�� �����E ���* ������ 	� �� 	�� ��� ��&	�� �� )�/	)	��
�*� 	�+��)��	�� �*	�* 	� 	� �	
	�� ����� �*� 	�'����

��1 ��
�� "��
��	� ��� 	+ %�� 	� �)���E �*� �*	�� ���) ����)�� )��� 	)'������� ��� �*��� 	� �
����� �K ������� )�/	)	�	�� �*� 
��	���� �� ���* ���'�� ������ ��� ���'	�� �*� ��������	��
���Æ�	��� ������� �*� ������� �� �)��� �� '���	����

%*���+��� 	� � ��� ��	�� �	����	��E 	� '�&� � ������� �� ������ �*�� ���* ���'�� ������ 	� �������?
����� �	�* �*� ��*��� 	��� 	� ���
�&	�� �	K����� 	�+��)��	�� ����� �*� 	�'��� +��) �*� 	�+��)��	��
���
�&�� �& �*� ��*���� �� �*� ��*�� *��� �*�� �*��� 	� � ��� �+ ��	�� 	� �*� �&���)E 	� '�&� ��
*�
� ���������& 	� �*� ���'���H �� ���& ������ �*�� ���* ������ 	� ���
�&	�� �� )��* 	�+��)��	��
����� �*� 	�'��� �� '���	����

5�����& �*��� �/	��� � ����	���) �+ '���	��� ������� ������� �*� ��� ��� *	�* ��	�� �	)	���

��� %�	��	$�� -�&$����� ����#�	�

,	����& ������ �*�� )���	/ � *�� �� �	���
����� 	 	+ �*�� �� )���	'�& 	 �& � �� ��� � 
����� �*���
�	����	�� 	� �*� ��)� �� 	 �*���* 	�� �����* )�& �� F������& 	�G �	K������ -� ��� ��	�� �*	� ��

�	 L 0	 F
�
�G

0 	� � ������ ����� �� �*� �	���
�����
��'��� �� � ������ ��� ��������& �/*	�	� *	�* �	)���	����	�& 	��� �*� � 	�'�� �	��� ��� ���* ��


	���� �� � �	)���	�� �� �*�� ���* '������ �	�� �� ��'�������� �� � �����	���� 	� � �	)���	����
�'����

� )���� '�����) 	� ����&�	�� ���� �+ *	�* �	)���	����	�& 	� 	����	+&	�� '������� �*	�* �/	��
������ �	)���	���� �������	���  ��* '������� )�& ����)� 
	�	��� �*�� � �*���� �+ ���	� �+ �*�
�'��� 	� )���E *���
�� �� � ���
�� ���	�	�� �� �� �*	�* ���	� �	�� ��
��� )��� '������� ��B�	���
+���?��������� �+ �*� ������� '��������

� '�����	�� �����	�� �� �*	� 	)'���� 	� +���� 	� (�	��	'�� 5�)'����� ����&�	� �*	�* �	)�
�� ��� �*�� ���*������ ���	� �*	�* )�/	)	��� �*� ����:� 
��	���� +�� � �	
�� �	)���	����	�& �+
���	�� %*� ����� ����	� 	� �� ��� �*�� �	����	�� �*	�* �������� +�� )��� �+ �*� ����:� 
��	����
? �*	� ����)�� �*� ���� ���	� 
����� F�*� ���� (�	��	'�� 5�)'����� �	����	��G� ��� �*�� ����
�*�� �	����	�� �*	�* �������� +�� )��� �+ �*� ��)�	�	�� 
��	���� ? �*	� 	� �*� ������ ���	� 
�����
��� �� ��� �+ ��� �*�� '������� ���� ���� �*� (�	��	'�� 5�)'����� �	����	���E �� '��+��) �
�	)���	����	�& ������	�� �*	�* �	�� �� ����)'��	�� �& �*� ������	�� �+ �� )��* 
��	���� F��
	�+��)��	��G 	� �*� ���� �� '���	����

�� �������E 	� ��� �� �*��� �*�� �*�  �� ���	� 
����� +��) �*	� '������ 	� �*� ��)� �� �*�  ��

�	���
����� �+ �*� ��?
��	���� )���	/E ' �*���


�� L �SF�� ��F�GGF�� ��F�GGT

,�� ;���?)��� ����E �*� ��
��	���� )���	/ 	� �B�	
����� �� � �	)'�� ��������	�� )���	/�
���E 	+ �� *�
� � ��� �+ ��	�*�� �*	�* ��� �*� �	���
������ �+ �*� 	�'�� ����:� ��
��	����

)���	/E5E �*�� �*��� ��	�*�� �	�� �����)	� �*� ������� 
����� �� �*� ���'��� �*�� �� 	��) �+ 	�'��
���� 	� 	� �*� �	����	�� �+ �*� ������� ��������	��� �*	�* ������'���� �� �*��� �	���
������ �	�* �*�
������� �	���
������ %*��E 	+ �� ��� ������ � �	����	�� 	� �� ���	��	�� ������ ������� �*��� ���
��� �+ ��	�*�� F	��� � '���	����� ���'�� ������G ���
����� �� �*� ���� �	���
����� F������'���	��
�� �*� ������� �	���
����GE �*� ��/� ��� �+ ��	�*�� ���
����� �� �*� ������ �	���
����� ��� �� ��E ��
�	�� �� 	� � '��	�	�� �� )�/	)���& �������� �� �*� ���'��� �*� �	����	��� �	�* �*� ������� 
��	����
	� �*� 	�'�� �����



�� ���	��
 �� 
���
���
�� ����
� ��� ����
��
��

First
Principal 
Component

Data
Cloud

X1

X2

,	���� 
�$H %*��� 	� � ��������	�� ������� �*� 	�+��)��	�� 	� �*� ��� �	����	��� �	
��� (5� *��
�/������� �*� ���� '�	��	'�� ��)'����� �	����	�� �*	�* �����	�� )��� �+ �*� 
��	���� 	� �*� �����

���� �*�� ��'������	�� ���� �� �����	����� ��	�� �*� ���	� +���� �& � (5� )���� �*�� �*� ����
�	�� *�
� �������� 
��	���� ����� �*� ���� '�	��	'�� ��)'�����E �*� ��/� �������� 
��	���� �����
�*� ������E ��� �� ��� -*	�� 	� 	� ���	���& ���& ���� �� ��& �*�� 	�+��)��	�� ��� 
��	���� )�& ��
�B����� 	� 0����	�� �	���	���	���E 	� 	� � ���� ����?�+?�*�)� �*�� � �	����	�� �	�* )��� 
��	����
�����	�� )��� 	�+��)��	�� �*�� ��� �	�* ���� 
��	����� %*�� (5� '��
	��� � )���� �+ ��)'����	��
�*� ���� �*	��� ����	�	�� �� )��* 	�+��)��	�� �	�*	� �*� ���� �� '���	���� � �	����))��	���
��'��������	�� 	� �*��� 	� ,	���� 
�$H *��� �� �*�� �*� '�	��� �+ � ��� �	)���	���� �	���	���	��
�� �*� '����J �� �*���+��� ��B�	�� ��� �����	����� �� �����	�� ���* '�	�� �/����& ��� 	+ �� ���
���& ������� � �	���� �����	����E ��� ���� ��� 	� �� �*���� �� ��� �*� �����	���� �/	� �������� Q����
'�	��	'�� ��)'�����R� %*	� �/	� �	�� ����� �� �� ��'������ ���* '�	�� �� ���������& �� '���	���
�	�* � �	���� �����	����� �� 	� �*� ���� '���	��� �	���� ��)'����	�� �+ �*� 	�+��)��	�� 	� �*� �����

�� ��� �� �*��� �*�� 	+ � ��� �+ 	�'�� ���� *�� �	���
����� �0�� 0�� ���� 0�
 ��� 	+ �� ��'������
�*� ���� 	� �����	����� �� � ���	� �'����� �& �*� ���� 3 �	���
������E �*� ���� �+ 	�+��)��	�� ���
�� �*� ��)'����	�� 	�

� L
��

�����

0� F
�
�G

���	��	�� ������ �������� ��� (5� ��)� �����*�� 	� 
 ��&�H

�� %*��� ��� ��)� �������� �*	�* ��� (�	��	'�� 5�)'������ �� �� �	� �� �����	�� ���� �&
��)'����	�� �*� ���� �� �*� '�	��	'�� ��)'������ �� ��� �	�����	�� ��	�� 	� �*� ���� ���
����	�	�� �*� ������	�� 
��	����O	�+��)��	�� 	� �*� ����� -� ��� �*�� ��	�� (5� �� '��'��?
���� �*� ���� ��+��� ����	�� �*� ������� ����� �� 	��


�  �)� �������� *�
� ���� �/'�	�	��& ���	���� �� ��������� (�	��	'�� 5�)'������

��� 	������� �	�� �	� )�	��& 	� �*� ������ �&'� �+ ��������

��! � �	��# ./�&$��

,�����	�� 7�*���� ��� 9	����E �� ��'������ ���* �+ �$ ��	)���O�	��� �& � 
#?�	� 
�����E �*� ����
�$ �	�� �+ �*	�* ���� 2 �/��'� +�� �*� �	� �*	�* 	����	��� �*� '���	����� ��	)��� %*� ��*�� �	��
���� �����	���� �	�* �*� ��	)��:� ����	����� �� �*��� 	� %���� 
�
� %*� ���'�� ���� ���� '������
	� �*� ��
	��� )����� ? ���* ���'�� 
����� ��� 	����	��� �� � �	���& ��)��� F�O2G ��� ���
�����
�� ���	)�� �� �	
� �*� �����	����� 	� ���* �	����	���



���� � �
��� ����	�� �!

���� ��� ��	
 ����� �
� ��

 ����� ��� ��� 
��� 	� � ����� ���� ����� ����� 	�


����� � � � � � � � � � � � � � � � �

������ � � � � � � � � � � � � � � � �

��� � � � � � � � � � � � � � � � �

� ���� � � � � � � � � � � � � � � � �

� ���� � � � � � � � � � � � � � � � �

���� � � � � � � � � � � � � � � � �

������ � � � � � � � � � � � � � � � �

���� � � � � � � � � � � � � � � � �

�������� � � � � � � � � � � � � � � � �

���� � � � � � � � � � � � � � � � �

��� � � � � � � � � � � � � � � � �

��� � � � � � � � � � � � � � � � �

�
�� � � � � � � � � � � � � � � � �

%���� 
�
H ��	)�� ��)�� ��� �*�	� ����	�����

����	����O����� ,	��� (5  ����� (5 %*	�� (5
��
� 2�2�� ?2�2�� 2�2!�
*�� 2�2�� ?2�2!� 2�2!#
���� 2�2�� ?2�2$
 2�2��
����� 2�2�� ?2�2�� 2�2��
��� 2�2
� ?2�2�� ?2�2


*��� 2�2
� ?2�2�� ?2�2


����� 2�2
� ?2�2$2 ?2���$
+�/ 2�2�� 2�22� ?2��!!
��� 2�2�� 2�2
� ?2�2$$
���+ 2�2$� 2�2
2 ?2����
��� 2�2�� ?2�22# ?2�2$

�	��� 2�2!� 2�2
� ?2�2�#
�	�� 2�2$! 2�2
$ 2�22!
*���� 2�2!# 2�2�$ 2���2
;���� 2�2!# 2�2�$ 2���2
��� 2�2�� 2�2
� 2��2

�)��� 2��$� ?2���� 2��$$

)��	�) 2���� ?2�2�
 ?2��!�
�	� 2�
�� 2���� 2��$#

 ���� 2���$ ?2���
 2����
� ���� 2���� 2���� ?2�2��
*�	� 2���� 2���� ?2�2��

*��
�� 2��!# 2�2#$ 2����
)��� 2�
�� 2���$ 2��$�

+���*��� 2���$ ?2���
 2���

*��� 2��!� ?2���# ?2�!�

��� 2���! 2��!# 2�2��
I& 2���� ?2��$� ?2�2
#

��	) 2�2�
 ?2���# 2��$�

%���� 
��H %*� ���� � (�	��	'�� 5�)'������ �+ �*� 	�'�� ����:� ��
��	���� )���	/� �� 	� ���	�&

��	��� �*�� �*�& +��) �� ���*����)�� ���	� �+ �*� � �	)���	���� ����'���



�$ ���	��
 �� 
���
���
�� ����
� ��� ����
��
��

%���� 
�� �*��� �*� ���� � (�	��	'�� 5�)'������ �+ �*� ��
��	���� )���	/ �+ �*� ���� �+ %����

�
 �� 	����	��� �& �*� 	���������� ��	�*�� �+ �*� )	���� ��&��� �� 	� ���	�& 
��	��� �*�� �*� 
������
+��) �� ���*����)�� ���	� �+ � � �	)���	���� ����'��� �+ �*� �����	��� �*� �����* �+ ���* 
�����
	� � ��� �*� '������ �+ ��& ��� 
������ 	� 2�

� %*� ���� (�	��	'�� 5�)'����� 	� )��� �������& 	����	+&	�� ��	)�� �&'� +�������H ��	)���
���� �� �� �	�E *�
� � ���� ��� *�	�J ��)� *�
� *��
�� �� � )���J ��)��*�� )��� *��� ���
����

� %*� ������ (�	��	'�� 5�)'����� ��)'����� �*� ���H �*� �	��� ��� ��� ��'�������� �& �
�����	
� ��)'����� �� ��� �*� �)���E )��	�)E 
 ����E +���*���E *���E I& ��� ��	) ����	������
����E 	� ��� �� ���� �*�� �*� )��� '�����&'	��� �	��?�	�� +������� *�
� ������ �������� 
�����
���� �I&� � ���	)� �	��� �*� '�����&'	��� �	�� 	� )��� �	���& �� I& �*�� ��	)� ���� ���� �*��
�*� ��� *�� � �)��� �����	
� 
���� �����*� ����� �& 	�� '�����&'	��� �	��?�	�� ����	���� �+
�)��������

� %*� %*	�� (�	��	'�� 5�)'����� ���)� �� �� )�	��& �	K�����	��	�� �*� *������ +��) �*�
���?*������E �*���* �	K�����	��	�� 	� �	;� ��� ������� I	��� ��� � �	))��� 	� ���� ���	��
'����

���� �*�� �*� ��)'������ ����	�� ���� *���� ��� ;���� ��� 	����	��� 	� ��� � �	����	��� �� �*���
	� ���*	�� 	� �*� 	�'�� ���� '��
	��� �*	�* �	�� ����� �� �� �	���	)	���� ������� �*��� ����'��
 	)	����&E �*� ����	����� Q� ����R ��� Q*�	�R ��� 	����	����& ��'�������� �� �*�& ��� 	����	����&
�	���	����� 	� �*� 	�+��)��	�� �� *�
� �	
���

��' ./���	��

�� -�	�� ��� ��� �*� '���	�	�	�	�� 	� � ����� �*�� &�� ���� ��� �	��� -*�� 	� �*� '������	�& �+
����	�� � �W F8�
� � ��� �	� ��� � ����� ���G�


� 5�������� �*� '�����	�	�& �+ ����	��

F�G �� ���

F�G � *����

F�G %*� ��� �+ *�����

F�G �� ��� �� � *�����

5*��� �*�� (F��� �� 8����G L (F���G N(F8����G ? (F��� ��� 8����G�
%*	� 	� � ������� ���H (F� �� �G L (F�G N (F�G ? (F� ��� �G�

�� �� ��� �����	�� � ��� ����� ��� � ����� ���� ��� �� '	�� � ���� ��	�� +��) 	�

F�G -*�� 	� �*� '�����	�	�& �*�� � ��� ���� 	� '	����

F�G 0	
�� �*�� � ��� ���� 	� '	���� �*�� 	� �*� '�����	�	�& �*�� � ����� ���� 	� ��� '	�����

F�G �+ �� ��� *�
� � ������ ��� �����	�	�� � ��� ����� ��� ! ����� ���� ��� �� ������ ��
��� �� �����)E �*�� 	� �*� '�����	�	�& �*�� � ����� ���� 	� '	����W

�� %*� '�����	�	�& �+ ����	�� � ���� 	� �
� 	+ &�� ���� ����E �

� 	+ &�� ����   6 ��� �
� 	+ &��

���� 0�8� �+ &�� ������ &��� ������ �� �����)E �*�� 	� �*� '�����	�	�& �*�� &�� �� ��� ���
� ����W

!� � +�	� �	� 	� ������� ,	�� �*� )��� ��� 
��	���� �+ �*� �����) ��)��� @ �+ �*� 
����
�''���	�� �� ��'�

$� 8�� )��* 	�+��)��	�� F	� �	��G �� &�� ��	� �*�� &�� ��� �*� ��� �+ �'����W



�� � ���
�
�� ��

�� 8�� )��* 	�+��)��	�� �� &�� ��	� �*�� &�� �*��� �2 ��	�� �	)����������&W �� "�� 'F/E&G
�� �	
�� �&
@ H < 2 �
2 �O� �O�
� 2 �O�

,	��

F�G 8F@G ��� 8F<G

F�G 8F@X<G ��� 8F<X@G

F�G 8F@E<G

F�G 8F<G ? 8F<X@G

F�G �F@J<G

F+G 1��� � D��� 1	����) +�� �*� ���
�

�� � +�	� ��	� 	� I	''�� ���	� �*� ���� *��� ������� "�� @ ������ �*� ��)��� �+ I	'� ��B�	����
,	�� �*� �����'& 8F@G 	� �	��� <�� )�& ��� �*� +�����	�� �/'����	��� ���+��H

��
���

"� L
"

�� "

��
���

�"� L
"

F�� "G�



�� ���	��
 �� 
���
���
�� ����
� ��� ����
��
��



������� 


������� ��������

��� �	&$�� 0���	��  ����	��

%*� �	) �+ ����'��
	��� �����	�� 	� �� '������ � ������ ��� �	�* ��� ���� ��� ����� �*� ��� ��
)��� 	�� ��� ��'��������	�� �+ �*� ���� ? *�'�+���& ����	�	�� ��� 	�+��)��	�� �*	�* �� *�)��� ���
	)'������� A���'��
	��� �����	�� 	� ������ ���� 	� ��������& ����	��� �& ��	�� � +��) �+ 8���	��
�����	�� �*	�* 	� ����� �� � '��'���� �& 1����� 8��� �*� �����H

���� �� ��
� 
� ���� � �	 ���� ��
��� �
 ������ � ���� � ��� ���������� 
� ���	�	������ ����	
���� �� ����� ��� 	
�� ��
��� ��
��		 
� �����
��� ������ ����	 ����� �� 
�� 
� �
�� ����	 	��� ����
��	 �Æ������� �	 
�� 
� ��� ����	 ����� �� �	 ������	��


������ ���� �*	�* ��� 8���	�� �����	�� ��� �*�������	��� �& )��	�� �*� ���	
��	�� �+ � ��	�
��'��� �� �*� ��) �+ �*� ��	�*��� ���	
��	��� �*	�* +��� 	��� �*� ��	�� %*�& ��� � �����	�� ����
+�� �*��� ��	�*�� �*	�* ��'���� �� �*� �������* �+ �*� �	)��������� ���	
��	�� �+ �*� ����	�� ���
����	
	�� ������� -	�* ���'��� �� �*� ������� ��'	���� 	� ,	���� ���E �*��� ����	�	��� ��� ������&
��	���� ��

�� L
�
�

����� F���G

��� Y��� L 4���� F��
G

�*� ������ ��	�� �*� �����	�� )��*��	�)� 8��� �� 	� �*� ���'�� +��) ������ 	E �� 	� �*� +
�� 	�'��E

��� ��� 	� �*� ��	�*� +��) �� �� ��� 4 	� ����� �� �*� �����	�� ���� ��� 	� ������& � �)���
������ �*	�* )�& �*���� �	�* �	)�� ���� �*�� �*� �����	�� )��*��	�) ��&� �*�� 	+ �� ��� �� ���
�	)����������&E �*�� �*� ��	�*� �+ �*� �������	�� ������� �*�) �	�� �� �������*���� 	� '��'���	��
�� �*�	� �������*� �+ ��	���

�� 	� '���	��� �� 	�������� � F���?�	����G +����	�� 	��� �*� �&���) ��	��

�� L �F
�
�

�����G F���G

��� Y��� L 4���� F���G

Output
Neurons

Input
Neurons

weights

,	���� ���H � ��� ��&�� ������� �*��� ��	�*�� ��� �� ������� �& �	)'�� 8���	�� �����	���

�#



�2 ���	��
 �� ����
�� ���
�
��

+�� ��)� +����	��E �FGJ �� �	�� ��	�� ���� �*	� 8��� �����	���
 ����	���	�� .B���	�� F���G 	��� .B���	�� F��
GE �� ��� ��	�� �*� 8��� �����	�� ���� ��

Y��� L 4��
�
�

�����

L 4
�
�

������� F��!G

�+ �� ���� 4 �� �� �*� �	)� ��������E Y� ��� �	
	�� ���* �	��� �& �*	� �������� �� ���

Y���

Y�
L

�
�

�������

�*	�*E �� Y�� 2 	� �B�	
����� �� F��$G

�

��
7F�G � '7F�G F���G

�*��� !�� 	� �*� ��������	�� ���Æ�	��� ���������� �
�� ��� 	�'�� '������� ������� �*� ��� ��� +��

���)� �+ �*� 	�'��� ��� 7F�G 	� �*� )���	/ �+ ��	�*�� �� �	)� �� �� )�
	�� +��) �*� ����*���	�
�B���	�� F��!G �� �*� �
������ �	K�����	�� �B���	�� F���GE �� )��� '���� �����	� �������	��� �� �*�
'������ '���	������& �� �*� �����	�� ���� 4 �*	�* �� �	�� ��� �	����� 	� �*	� ������� -� ��� ��	��
�*� �����	��

�

��
7 L



��

����

��
����

�� � � � ����

��
���

���
���

���
����

��
����

�� � � � ����
��



�� F���G

%*� ��
������ �+ �*	� +��)����	�� 	� �*�� 	� �)'*��	��� �*� +��� �*�� �*� ������	�� ��	�*��
��'��� �� �*� ������ ����� ����	��	��� '��'���	�� �+ �*� 	�'�� ���� 	��� �*� ��
��	���� )���	/ 	�
�*� ����	�� +������

����� -�������" �! ��� -�
��� .������ /���

�� ���
������� �*� ��	�*�� �*���� *�
� ���''�� �*���	��� %*�� �� � '�	�� �+ ���
������� �� ���	
�
��� ���	�	 �FY5 G L2 �� 	� ���)� �+ �*� �	K�����	�� �B���	��� �

��5 L 2�
8���
��E � )���� �	Æ����& �	�* �*� �	)'�� 8��� �����	�� ���� 	� �*�� ������ �*��� 	� ��)�

�	)	� �� �*� �����* �+ �*� ��	�*��E �*� ��	�*�� ���� �� ���� �	�*��� �����H �� *�
� � '��	�	
�
+������� ���' ? � ����� ��	�*� �	�� '������ � ����� 
���� �+ & F.B���	�� ���G �*	�* �	�� '������
� ����� 	������� 	� �*� ��	�*� F.B���	�� ��
G� "�� �� �/�)	�� )��*�)��	����& �*� 8��� ����:�
����	�	�&H

9����� ���� �*�� � )���	/ � *�� �� �	���
����� 0 �	�* � ������'���	�� �	���
���� 0 	+

�0 L 00

�� ��*�� �����E )���	'�&	�� �*� 
����� 0 �� ��& �+ 	�� )���	'��� �&� 	� �B�	
����� �� )���	'�&	��
�*� �*��� 
����� �& � ������ 0� %*�� �*� �	����	�� �+ 0 	� ���*����� ? ���& 	�� )���	���� 	� �K������

5���	��� � ��� ���'��?������ ������� ��� ����)� �*�� �*� 8��� �����	�� '������ ���� �����
���
������� �� � ������ �	����	��E 1�J �*�� 	+ �� 	� �*� ��	�*� 
����� �	��	�� �� �� &E �� ���
�������E

2 L �FY��� G L �F���G L �F
�
�

������G L
�
�

*����

�*��� 9 	� �*� ��������	�� )���	/ �+ �*� �	���	���	��� ��� �*	� *�''��� +�� ��� 	 E �� 41 L 2� ���
�*� ��������	�� )���	/E 9E 	� � �&))���	�E '��	�	
� ��)	?����	�� )���	/ ��� �� ��� 	�� �	���
�����
��� ���?�����	
�� ��� �*� ���
� +��)����	�� �*��� �*�� 1� )��� *�
� �	���
���� 2� ��� ����	���
� �)��� �	���������E 6E 	� �*� ��	�*�� 	� � �	����	�� �	�* � ���?;��� F	��� '��	�	
�G �	���
����� %*��

�FY��G L *F1� N 6G L *6 � 2



���� ��
��� ����� 
� ����
�� ���
�
�� ��

	��� �*� ��	�*�� �	�� ���� 	� ��& �	����	�� �	�* ���?;��� �	���
���� F��� ���* �	����	��� )���
�/	��G� %*�� �*��� �/	��� � �/�� '�	�� ��79/ ��� �*	� 	� �� �������� �/�� '�	��H 	+ ��� ��	�*��
*�''�� �� �� ;���� �	���� �)��� �*���� +��) �*	� �	�� ����� ��� �*� ��	�*�� �� )�
� +��) ;���� ��
+���E 	� 	� ���� ����� �*�� 	� �	)�E �*� ��	�*� �	����	�� �+ ���� �*	�* ��� �	)'�� 8���	�� �����	��
���� �� �� ��)	����� �& �*� �	����	�� ������'���	�� �� �*� ������� �	���
�����

-� �	�� ��� �	����� ��� �+ �*� )���� ��&� �+ �	)	�	�� �*	� �����* �+ ��	�*�� �*	�� ��	��
8���	�� �����	�� ��� ��
	�� 	�� 	)'������ �	�� �K�����

��� 1�	�(� 2���# 	� 0���	��  ����	��

�� ����� 	�  ���	�� ���E 	+ �*��� ��� �� �������	��� '����� �� �*� �����* �+ ��	�*�� ����� 8���	��
�����	��E �*��� 	� � �������& +�� �*� ��	�*�� �� ���� �	�*��� ������� �� 	� '���	��� �� �����)��	��
��	�*�� �+��� ���* �����	�� �'��*E *���
�� �*	� ���� �� ���	�	���� �'����	�� �� �*� �������:�
'������	��� �& �����)��	�	��E �� )��� )��	�� �*� �����* �+ �*� ��	�*� 
����� ����&� �B��� ��
� ��� �� �+��� ���* ��	�*� �*���� �� �	
	�� �*� ��	�*� 
����� �& 	�� �����*J �*	� '�����
�� 	��
�	����	�� ��� )���� ���� �*�� 	�� �����* 	� �� -� �*�� *�
� �*� ��� ����� �'����	��H

1� L 1� N:1�

1� L
1�

�1��
����*�� '���	�	�	�& 	� �� ����� �*� ��	�*�� �� ���� ���	� ���* ����*�� ��)� �	)	�E ���� *�
� ��

�''�� �	)	� �+ �� ��� � ����� �	)	� �+ �� ��� ��	' �*� ��	�*�� �*�� �*�& ����* �	�*�� �+ �*���
�	)	��� 5�����& � )���� �	���
������ �+ �*	� 	� �*�� 	+ ��� ��	�*�� ��� �' �� ��� �� ��*�� �+ �*���
�	)	��� �*� �)���� �+ 	�+��)��	�� �*	�* ��� �� ����	��� 	� �*� ��	�*�� 	� 
��& �	)	����

� �*	�� '���	�	�	�& 	� �� '���� ��	�*�� �*	�* �� ��� ���) �� *�
� 	)'������� +�� �*� �������:�
�'����	��� 8���
��E �*	� 	� �� �'����	�� �*	�* )��� �� '��+��)�� ��	�� ���?����� ��������� ?
�&'	����& �*	�* ��	�*�� ��� �+ )��* �)����� )���	���� �*�� �*�	� '�����

8����E 	������� *�� ����� 	� �*� ��� �+ ����& ���)� �)������ 	� �*� �����	�� ���� 	����+�
������& ���* � ���� �*���� ������ �*�� �� �	���� ��	�*� �*���� ���� ��� ����� �*	�� ���'	�� �*�
����� ��	�*�� �� �������	��� 	��� � '���	����� ���'�� ������ +�	��& ��������� ��� �+ �*� �	)'����
+��)� �+ ��	�*� ����& ��� ��
���'�� �� ����& �� �#$� �& 0�������� ��� ��� �+ �*� +��)H

����

��
L 4���� � ��� F��#G

�� 	� ����� �*�� �*� ��	�*�� �	�� �� ������ F�*��
����
�� L 2G �� �*� '�	��� �*��� ��� L 4�F����G�

A�	�� � �	)	��� �&'� �+ ����)��� �� �*�� �)'��&�� +�� �	)'�� 8���	�� �����	��E �� ��� �*��
�*�� �� ���
������� �� )��� *�
� 4'1 L 1� %*�� 1 ����� *�
� �� �� �� �	���
����� �+ �*�
��������	�� )���	/ �+ �*� 	�'�� ���� �	�* ������'���	�� �	���
���� �

� � -� �*��� �� 	��������� 	� �
��)��*�� )��� ������� �������

0�������� ���� �� �� ��
���' )��� ��'*	��	����� �����	�� �B���	��� �*	�* ��� ��	�*� ����&
���� +�� *	� 	����� ���	��E *� *�� ����

����

��
L 4��� � ���
�� F���2G

�*��� �*� ����& ���) 	� ����� �& �*� 	�'�� ���) �� ��� +�� ������� ���	��

����

��
L 4��� � ���
�� F����G

�*��� �*� ����& ���) 	� ����� �& �*� ���'�� ���) ��� %*���E �*	�� ��	�� +���	�� ��)� ��& �*��� �+
�*� ����& 	� �*	�* �� �	�� �� 	���������E �*�� �*�� �������*��� �+ �
�� �! &���� ��� ���� ���	��	��
�� �*	�� �+ ���* �	K�����	���& ��	�*��� ����& ���)� ��� �����	�� �*� ���� �+ ����& �� ��'��� ��
�*� ����	��	�� �+ �*� ���� '�������� �� �*� ��������

����� ���� �	������� ����	� �� �����	 �	����� �	������ �� ��	�



�
 ���	��
 �� ����
�� ���
�
��

��� %�	��	$�� -�&$������ ��� 1�	�(� 2���#

6	���� ��� 6��7�& *�
� '��
	��� � ����	�	
� ����& �+ �*� ������� �+ � ����& ���) �� 8���	��
�����	��� %*�& ������� �� 	�	�	�� �	��	���	�� ������� 6���	'�	���	
� 5������	��� ���  �������	
�
5������	����

%*�& ����� 6���	'�	���	
� 5������	��� �� �*��� ���	�+&	��

�

��
1F�G L '1F�G� 7F1G1F�G

�*��� �*� ����& 	� �*� ��	�*�� 	� ��
����� �& �*� '������ �+ � +����	�� �+ �*� ��	�*��E 7F1GE ���
�*� ��	�*��E 1F�GE �*�)���
��� %*� ����& ���) ��� �� 
	���� �� � +������� ���) �*	�* �	)	��
�*� ���� �+ �����* �+ ���* ��	�*� 	� '��'���	�� �� �*� �	;� �+ �*� ��	�*� 	����+ �*	�� �*� ���� ���)
������ �*� 8���	�� �����	�� 	����+�

 �������	
� 5������	��� ��� ���	���� �& �B���	��� �+ �*� +��)

�

��
1F�G L '1F�G� 6F1G�

�*��� �*� ����& 	� �*� ��	�*�� 	� ��
����� �& �*� '������ �+ � +����	�� �+ �*� ��	�*�� E6F1GE ���
� �������� 
�����E�E F �*	�* 	� �+��� ��� �� ���
� G�

%*�& '��
� �*��

� 8��� ����� �*��� ����& 	� ��
����� �& 6���	'�	���	
� 5������	��� �	��E 	� ����� �&'	��� �+
8��� �����	��E ������ �*�� �*� ��	�*�� �	�� ���
���� �� � ������ '�	��

� %*	� ������ '�	�� 	� � )���	'�� �+ �*� '�	��	'�� �	���
����� �+ �*� ��
��	���� )���	/ �+ �*�
	�'�� ����

� 8��� ����� ��
����� �&  �������	
� 5������	��� �	�� ���� �� ���� �� �������	�� �+ �*� ��	�*��
�� �*�	� �/���)� '��)	��	��� 
������

� A����  �������	
� 5������	���E �*��� 	� �������& � �/�� '�	�� �	�*	� �*� '��)	���� *&'������
�+ 
����� ��� �*	� 	� �������� ��� 	� ���& �+ 	������� 	� ���	?8���	�� �����	��F��� �����G�

� �+ �'��	�� �	)	�� F �� ��� ��G �� ��� �/	��E ��	�*�� �����  �������	
� 5������	��� �	�� ����
�� 	������� �	�*��� ������

�� ��))��& �*��E  �������	
� 5������	��� �K�� �	���� �*�� ������ �� *�� +��) �	)'�� ��	''	��
�+ �*� ��	�*�� �� '����� �''�� ��� ����� ������� 6���	'�	���	
� 5������	���E *���
��E ���) ��
�	
� �� ��� ���� ��	�*�� �*	�* ��� ���
��	����& �)���E ��� ���� ��	�*�� �*	�* ��� '�����	���& ���+��
�	���

�� L
�
�

����� L 1��0

�*��� 1� 	� �*� 
����� �+ ��	�*�� 	��� ������ �� ��� 0 	� �*� 
����� �+ 	�'���� ���E

1��0 L �1���0� ��� 8

�*��� ��� 	� �*� �����* �+ � ��� 8 	� �*� ����� ������� �*� 
 
�������
%*	� 	� )�/	)	��� �*�� �*� ����� ������� �*� 
������ 	� 2� %*��E 	+ 1� 	� �*� ��	�*� 	���

�*� ���� ������ �*	�* ���
����� �� �*� ���� (�	��	'�� 5�)'�����E �*� ���� ������ �	�� )�/	)���&
�����)	� 	�+��)��	�� ����� �*� �	����	�� �+ �������� ��������	��E �*� ������ ����� �*� ��/� �������E
���� ��  ���	�� 
�!E �� ����� �*�� �*��� �	����	��� ���� �*��� �+ �������� 
��	���� �*	�* +��)
 ���	�� 
��E �� ��� �B���	�� �	�* �*��� �+ )�/	)�� 	�+��)��	�� �����+�� �*����* �*� �&���)�

0	
�� �*�� �*��� ��� ����	��	��� '������� �*	�* ��� (�	��	'�� 5�)'������E �� �*���� ���
�*& 	� 	� ��������& �� ��	�
��� �*� �*��� ��	�� ���	��	�� ������ ��������� %*��� ��� 
 )����
��
������� �� (5� ��	�� ����H



���� �!�"� ��� ���
�� ����� ��

�� %���	�	���� ����	��	��� '������� ��B�	�� �� �� *�
� �
�	����� '�	�� �� �*� ��������	��E � ����*
�+ �/�)'��� +��) �*� �	���	���	�� ��	�� 	�
���	������ -*	�� 	� 	� '���	��� �� ��� �*� ���
)����� �	�* �*	� )��*�� ? Q����* )���R ? ���� ��� ��'���� �+ '��+��)	�� (5� 	� ����?
�	)� 	��� �� 	�+��)��	�� +��) �*� ��
	���)��� ����)�� �
�	����� �� ��� 	� +�� �����	�� 	�
�*� �������� -� ���E *���
��E �����& ��������	�� �*� (�	��	'�� 5�)'������ �+ � ��)'��E ���
�	��� �*��� ���	)����� ��� �� �*��� �� �� ���	���� ��� �� *�
� 
��	���� �*	�* ����� �� ;���
�� �*� ��)��� �+ ��)'��� 	��������E �� ��� ����	��� 	� �B���	�� �*� ��)'�� (5� �	�* �*�
(5� �+ �*� �	���	���	��� %*� ���'�	
�O������	
� )��*������& ���� 	� ���� 	� '���	������&
	)'������ 	+ ������� �������	��� ��� 	)'�������


�  ��	���&E (5� 	� ���& ������ +�� ����	����& �	���	���	���� 8���
��E 	� ����	��	� �	����	���E 	�
	� �+��� �*� ���� �*�� �� ��� 	��������� 	� ��)'����	�� ���� +��) �	���	���	��� �*	�* ��� �
+����	�� �+ �	)�J 	� �*	� �	����	��E �*� ��)'�� (5� ����	��� ���
� 	� �*� �����	�� 	� �*�� 	�
������ �*� )�
	�� ����	��	�� �+ �*� �	���	���	�� ��� '��
	��� �� ����� �� (5� �� '���	��� 	�
�*� �	���)��������

8���
��E )��� '���+� �+ ���
������� �+ ���� �*	�* ��� (�	��	'�� 5�)'������ ��B�	�� �*�
�����	�� ���� �� ���
���� �� 2 	� �	)� ���E 	� '����	��E 	� 	� �*� ���� �*�� ���
������� 	�
�+��� )��� �������� �*�� �*� �����	�� ���� ����� �� �������� 	� �	)�� %*	� ����� '�������
�� ��� +�����	�� � �	���	���	��:� ����	��	��E �� �/�)'�� �+ �*� ����?����� �����?�K �������
�����	�� ��'��	�	�& ��� �������& �+ ���
��������

-� ��� ���� �� ��
���� ��� )����� �*	�* ��� ��	�*� ����& �	�* �*� �	) �+ ��'���	�� (�	��	'��
5�)'������� -� �	�� )��� �� ����)'� �� �� �/*����	
� �	��� �*�� ����� 	� 	����+ ��B�	�� � �*��	�J
�� �� *���
�� ����)'� �� �	
� ��'��������	
� ��)'��� �+ ������� ������� �&'���

��� ���3� ��� ������ 4����

%*��� ���� � ��)��� �+ ��� )����� ��
���'�� 	� �*� �#�2� �*	�* ���� 8���	�� �����	��� %*�
)��� 	)'������ ��� ���:��

��� '��'���� � )���� �*	�* �/������ �*� ������� '�	��	'�� ��)'����� +��) �*� 	�'�� ����� 8�
��������� � �	���� ���'�� ������ �*	�* ��)� �*� 	�'��� 	� �*� ����� +��*	��

� L

��
���

����

8	� 
��	��	�� �� �*� 8��� ����E �*���*E 	�

Y�� L 4F��� � ����G

���� �*�� �*	� 	� � ���� ������ �& 6���	'�	���	
� 5������	��� F �� L 7F�G G ��� �� �	��
���
���� �� �*� '�	��	'�� �	���
����� �+ �*� 	�'�� ��
��	���� )���	/� %*� ��	�*� ����& ���) *��
�*� �	)��������� �K��� �+ )��	��

�
��
� ���� ������� � 	��� �*� ��	�*�� ��� ���)��	����

8���
��E �*	� ���� �	�� ��� ���& �*� ���� �	���
����� F�*�� �	����	�� ������'���	�� �� �*�
������� �	���
����G �+ �*� ����� �� 	� ��� ��Æ�	��� �� �	)'�& �*��� �������� �+ ������� �� �*� ����
�	��� ��� �	�� ��� �*� ��)� F����G (�	��	'�� 5�)'�����J 	� ����� �� ��� ��*�� (5�E �*��� )��� ��
��)� 	�������	�� ������� �*� �������� ��*�� ����� �*	�* ��� ��*�� '�	��	'�� ��)'������ *�
�
���� 	����	��� �& �����B���� �������*E �� �/�)'�� �+ �*	�* 	� �*��� 	� �*� ��/�  ���	���

��#�� ����0����� �! +1�2� +�� ������ '�	��

�+ �� *�
� � ��� ������ )���� �*��� ���	
��	�� 	� )������� �&

� L
�
�

���� F���
G



�� ���	��
 �� ����
�� ���
�
��

��� ��� �	)'�� 8���	�� �����	�� �	�* �����)��	���	��

��F�N �G L ��F�G N 4�F�G��F�G

��F�N �G L
��F�G N 4�F�G��F�G

���F��F�G N 4�F�G��F�GG�
 �
�

�+ 4 	� 
��& �)���E �� ��� �/'��� �*� ���� �B���	�� �� � '���� ���	�� 	� 4 �� ���

��F�N �G L ��F�G N 4�F�GF��F�G� �F�G��F�GG N9F4�G F����G

�*��� �*� ���� ���)E 9F4�G ������� ���)� �*	�* �����	� � ���) 	� �*� �B���� �� *	�*�� '����� �+
4 �*	�* �� ��� 	����� 	+ 4 		 ��

%*���+��� �� ��� ���� �� ���:� ���� �� �� �''��/	)��	�� �� �*� �	)'�� 8���	�� �����	�� +�������
�& �� �/'�	�	� �����)��	���	���

��� 5����� %-� 4�����

-� �	�� ����	��� � �+ �*� )��� '�'���� (5� )������ �� 	� �+ 	������� �� ���	� �	�* �*� ��
���')���
�+ ���:� )����� �
�� ������ &�����

��&�� +1�2� -������� 3�������


%*� ��� ������ ������� ��
	���� 	� �*� ���� ����	�� 	� ��'���� �+ ���	�� ���& �*� ���� (�	��	'��
5�)'������ -*	�� 	� 	� '���	��� �� ��� �*	� ������� 	�����	
��& �& �����	�� � ��� ������ ���
�����	�� 	� �� ����� �� �*� ���� '��
	��� �& �*� ���	����� ��+� �& ��������	�� ��� '��
	��� (�	��	'��
5�)'������E �*	� 	�
��
�� ��
���� �/��� ������ �+ '������	�� +�� ���* ��� �������

%*���+��� ���:�  ���'��� �����	�*) '��
	��� � )���� ���' +������� %*� ������� *�� � ���'��
������� ���* �+ �*	�* ������ ��	�� � 8��� �&'� ���� �	�* ��	�*� ����&� ���� *���
�� �*�� 	� ����
��� ��������� �� ��� �*� ������ �	����	��� �+ �*� (�	��	'�� 5�)'������J �*� ��	�*�� �
 *���
��
���
���� �� �� ���*����)�� ���	� �+ �*� (�	��	'�� 5�)'�����  '���� -� �	�� ���� �*� �'���
�'����� �& �*	� ���	� �*� (�	��	'��  ���'���� %*� �����	�� ���� 	�

Y��� L 4F���� � ��
�
�

�����G F����G

�*	�* *�� ���� �*��� �� +���� �*� ��	�*�� �� ���
���� �� � ���	� �+ �*� (�	��	'��  ���'����
%�� ���� �+ �&'	��� ������� +��) �� �/'��	)��� ��� �*��� 	� %���� ��
� %*� ������� �*���

	� %���� ��
 ��� +��) � ������� �	�* ! 	�'��� ���* �+ ;��� )��� �����) 0����	���E �*��� ��:�

��	���� 	� �������E ��:� 
��	���� 	� ��/� �������E ��� �� ���  �)'�� 	�'�� ���� 	� �*��� 	� %����
���� <�� �*���� �� ���� �� ��� �*�� �*��� 	� )��� �'���� 	� �*� ���� �*� +���*�� �� �*� ��+� &��
����� ��� ���� 	� ;��� )����

%*���+���E �*� ������� �	���
���� �+ �*� 	�'�� ����:� ��
��	���� )���	/ ��)�� +��) �*� ����
	�'��E ��E �*� ������ ������� ��)�� +��) �� ��� �� ��� %*� ��
������ �+ ��	�� ���* ���� 	� �*��
	� 	� ���& �� 	����	+& �*� '�	��	'�� �	���
������ F��� *���� �*� '�	��	'�� ����'���G� %*��� ��� �
	����������� 	� �*� ������� ��� 	� ��� �� ���� �*�� �*� �?�	)���	���� ����'��� ������'���	�� ��
�*� ���� � '�	��	'�� ��)'������ *�� ���� 	����	��� �& �*� ��	�*��� %*��� 	� 
��& �	���� �+ ���*

����� ����	�� �*� '�	��	'�� ����'��� 	��� 	� �	����	��� � ��� !� %*� ��+� )���	/ ��'������� �*�
������� +��) �*� 	���������� ��������E �*� �	�*� �*��� ���:� �������� %*� ����� F5 �5 G ����	��
�*��� �*�� �*� '������ �+ ��& ��� ��	�*�� 
������ 	� 2 �*	�� �*� '������ �+ � ��	�*� 
����� �	�*
	����+ 	� ��%*���+��� �*� ��	�*�� +��) �� ���*����)�� ���	� �+ �*� �'��� F	��� �*� ��	�*�� ��� ��
�	�*� ������ �� ��� ����*�� ��� �+ �����* �G� %*� �''�� F-G ����	�� �*��� �*�� �*	� �'��� 	�
��)��� ���	���& ������ �& �*� ���� � �	���
�������

������ �� 	���
��	�� �� ��	 �������	 �����������		 ���	��



���� 
����� 	�� ������ �!

,	���  ����� %*	�� ,����* ,	+�*
?��
�!$! ?��#�!
$ �����$� 2�2����!# ?2�$����!
����$�$ ����!#� 
�����$ ?��2��!# ?��$�2�

?$�!$�
# 2���#�
� $�

��� ?
��!$�� ?2�#2�2��
!�#��2$ $�
$#� ?���2
�$ ?��
�
�� 2�$
$!#�
?
�!�$�! 
���$! ?��$2
$! 
����
! 2�22��#�!#
�����2$ ?���#!� ��!2$�� ?
�

$#! 2��2��#�
?��#
#�� ?2�2!
�2$$ ?���!#�# ?2���$#�� ?���2!!$
?�����!� ?
�


#� ?2��2��$! ���#!�! ����!


2���#2#� 2���#!#� ?���!#�� 2�!#�
�� ����#��

�$2
�� ?2�#!
2�� ?2�!�
��# 2�!���! 2��!##!$
$�
���! ?2���2�� ?������# ?
�!2�$! ?2��2#�
!
?����!�� 
�!�
$� ����
�� ?��!
�

 ��$$��
�2��
�� ?��#$�## ��$��2
 2�22
��#�# 2����$

���#$� ������� 2�
���
� 2��2!�!� ?2����2!!
?���
#$� ���
2�� ��
�2� ?����$$
 ��
��$$
�2��#!� ?��2�#!� ?
�22
!$ ?
�
�2$� ?
�����
?
��2�� ?2���#!$# ��2#
!� ��!�2�
 ?
���$�#
��$�$$� 
��2��$ ?���#�#� 2��#2�$# ?2�

!
��
?2���$
�# 2���#
�� ��$!�2! ���#��
 ?2����2��

�!���� ?��!2
2$ ?
�
��� 
���!�# ��2��!�

%���� ���H .��* ����)� ��'������� �*� 
����� 	�'�� �� � �	���� 	�'�� ������� .��* ��� ��'�������
�*� 
����� ���� �& �*� ������� �� ��& ��� �	)��

- -
/2��� /2�)� /2�%� /2�/� �/2)�/ /2���

/2�%� �/2��� �/2�// �/2��� /2�/� /2)�%

?2�2!
 �/2�%) /2)�� /2��/ /2��� ?2�22�
2�22� 2�22
 2�2�$ ?2�22� 2�22� 2�22�
?2�22� 2�22# 2�22! 2�222 2�222 ?2�22�
5 �5 5 �5
�2//� 2�222 2�222 �2/// 2�222 2�222
2�222 �2/// 2�222 2�222 �2/// 2�222
2�222 2�222 �2/// 2�222 2�222 �2///

%���� ��
H 9������ +��) �*� �	)������ ������� ��� �*� ��'����� ������� +��) ��� �� ��� %*� ��+�
)���	/ ��'������� �*� ������� +��) �*� �����	
� +������� ������� F��� ��/� 5*�'���GE �*� �	�*� +��)
���:�  ���'��� �����	�*)� ���� �*�� �*� ��	�*�� ��� 
��& �)��� ����	�� �*� '�	��	'�� ����'���
��� �*�� �*� ��	�*�� +��) �� ���*����)�� ���	� �+ �*	� �'���� -�	�*�� ���
� 2�� ��� �*��� 	�
���� +����



�$ ���	��
 �� ����
�� ���
�
��

- -
�2/// ?2�2�$ ?2�22� �2/�� ?2�22
 ?2�22

2�2�$ /2��� ?2�2�� 2�22
 �2/// 2�22�
2�2�2 2�2�� �2/// 2�22� ?2�22
 /2���

?2�22
 ?2�22
 2�2�$ ?2�22� 2�22� ?2�22

2�2�2 2�22� 2�2�2 2�22� ?2�22� 2�222
5 �5 5 �5
�2//� 2�222 2�222 �2��� 2�222 2�222
2�222 �2/// 2�222 2�222 �2/// 2�222
2�222 2�222 �2/// 2�222 2�222 /2�/�

%���� ���H 9������ +��) �*� 	���������� ������� F��+�G ��� +��) ��� F�	�*�G�
���* )��*��� ��� �*� '�	��	'�� �	���
������ �+ �*� 	�'�� ���� ��
��	���� )���	/� %*� 	����������
�����	�*) *�� �*� ��
������ �*�� �*� ���* 
����� 	� �B����& ��	�*����

��� ��
������ �+ �*	� )���� ��)'���� �	�* ��)� ��*�� �������� 	� �*�� 	� 	� ��)'�����&
*�)�������� 	��� �*� �'����	��� ����	�� ��� �� ���* ������ ��� 	����	���� %*	� 	� ������	�� 	+ ��
��� �� ���� +��� ��
������ �+ '������� '������	���

%*� )���� �	���
������ �+ �*	� �����	�*) 	� �*�� 	� ���� ���& �*� (�	��	'��  ���'��� �+ �*�
�	���
������ ��� �*� ������ �	���
������ �*�)���
���

��&�� +1�2� �������	 -������� 3�������


%*� ���� ����� 	� �*� �����	�� �+ �����	�*)� �*	�* ��� �*� ������ (�	��	'�� 5�)'������ �+ �*�
	�'�� ����� �� �##
E ��� �� �� ������	��� �*� 	)'������� �+ 	�������	�� ��&))���& 	��� �*� ��	�*�
����& '������ 	� ����� �� +���� ��	�*�� �� ���
���� �� �*� (�	��	'�� 5�)'������� %*� �����	�*)
	� ������ �& �*� �B���	���

�� L

��
���

�����

�*��� � 8���?�&'� ���� �	�* ��	�*� ����& )��	��� �*� ��	�*�� ������	�� ��

Y��� L 4��F�� � 8�

��
���

�����G

.����	�� �*�� 8� 	 8� 	 8� 	 ��� ������ �*� ������ �*��� ��	�*� ����&� '��'���	���� �� 8�
F	��� �*��� ��	�*� ����&� ����� B�	���&G �� ����� �*� '�	��	'�� 
����� �+ �*� ��������	�� 	� �*�
	�'�� ����� %*�� 	�E �*	� ������ �	�� ���'��� )�/	)���& �� �	����	��� '������� �� �*� '�	��	'��
�	���
�����E 	��� �� '������� ������� �� �*� )�	� ��������	��� �	�*	� �*� ����� %*� ������ �*���
��	�*� ����&� '��'���	���� �� 8� ������ ��)'��� �	�* �*� ���� ��� 	� 	� 	� � ������ '��	�	�� �*��
��� �+ �*� ��*��� ��� �� ��� ����� �*� ��/� ������� �*��� �+ �*� ��������	��E ��� �� ���

�� ��� �� �*��� �*�� �*� ��	�*� 
������ �	�� ���
���� �� �*� '�	��	'�� �	���
������ 	� �*� �����
�+ �*�	� �	���
������ %*� �����	�*) ������& ���	���� 6	���� ��� 6����&:� ����	�	�� �+ 6���	'�	���	
�
5������	��� �	�* 7F��G L 8�

�
� �������� %� ��)'��� �*� ������� �	�* ���:� -�	�*���  ���'���

�����	�*)E �� ��'��� �� �*� ���
� �/'��	)��� �	�* �*� �����	�*)� %*� ������� ��� �*��� 	�
%���� ���J �*� ��+� ��� 	� +��) �*� �����	
� +������� ������� F��/� 5*�'���GE �*� �	�*� +��) ���:�
-�	�*���  ���'��� �����	�*)�

5�����& ���* )��*��� ��� �*� (�	��	'�� �	���
������� -� ���� �*�� �*� 	���������� �������
*�
� �*� ��
������ �+ �B����& ��	�*�	�� ���* �	���
������



���� ��� 
������ 	

��
	�� 
� �
����
"� ����� ��

��&�� -�����2� ��������4�	 .������ 3�������


 ����� *�� ��
���'�� � �	K����� �����	�*) F�*	�* *� ����� �*� Q0������	;�� 8���	�� �����	�*)RG
�*	�* ���� ���� �*� ������ (�	��	'�� 5�)'������� 8� ���� 	��������� ��&))���& 	� �*� ����&
���) �+ *	� �����	�� ����H

Y��� L 4F���� � ��

��
���

�����G F���!G

���� �*�� �*� ����	�� �	K������ ������� �*	� ���� ��� ���:�  ���'��� �����	�*) 	� �*�� �*� ����&
���) +�� �*� ��	�*�� 	��� �*� ��� ������ 	� � ��	�*��� ��) �+ �*� ���� 	 �������: ���	
��	����
 �����:� �����	�*) ��� �� 
	���� �� � ��'����� �''�	���	�� �+ ���:� ��� ������ �����	�*) �&
��	�	�� 	� ��

Y��� L 4FS���� � ��

����
���

�����T� ������G F���$G

-� ��� �*�� �*� ������� ���) ��)'�	��� �*� ���	����� �+��� �*� ���� �?� (�	��	'�� 5�)'������
*�
� ���� +����E ��� �*���+��� �*� ���� 	� '��+��)	�� �*� �B�	
����� �+ ��� ������ �����	�� ��
�����B���� ���	���� �'�����  � �*�� �*� ���� ������ 	� ��	��

Y��� L 4F���� � ������G F����G

�*	�� �*� ������ 	� ��	��

Y��� L 4FS���� � �������T� ������G F����G

��� �� �� +�� ��� �*� �����
8���
��E ���� �*�� �*� ��&))���& �*	�* 	� ��������& �� ������ ���
������� �� �*� ������

(�	��	'�� 5�)'������E 	� ����*� �� �*� �/'���� �+ ��B�	�	�� �*� +�� ������ �� P����: �*�� 	� 	�
�*� +�� ������ �& ��������	�� ���& + ���)� 	� 	�� ����&� �� 	�  �����:� �������	�� �*�� ��� ����
(5� ����� ��� ����� �� ��)� )������ �+ ��I��	�� ���* �� �*��� 	� �*	� �����

��! "(� 
�)�4�/ %�	��	$�� 	�  	�����3� 4����

"	����� *�� ��
���'�� � 8��� �����	�� ��� )���� �*	�* ����)'�� �� ����	�� �*� ��+�6�/ '�	��	'��
? �*� ������ ��� ������� �*���� �����+�� �*� )�/	)�) �)���� �+ 	�+��)��	�� '���	��� �������
	�'��� ��� ���'��� ������� �� �������	��� ������ �� 	�*	�	� ���	)	��� �����*� "	����� ����� �*��
�*	� ��	���	�� 	� �B�	
����� �� '��+��)	�� � '�	��	'�� ��)'����� ����&�	� �� �*� ����:� 	�'����

���*���* "	�����:� )���� 	� � )���	?��&���� )����E 	� ���� ��� ��� � ��'��
	��� �����	�� )��*?
��	�)J *� '��'���� �*�� �*� 	�+��)��	�� �*	�* ����*�� ���* ��&�� �*���� �� '�������� 	� � ��&
�*	�* )�/	)���& '�����
�� �*� 	�+��)��	��� %*�� �*	� ���� ���E �� )	�*� �� �/'�����E ���� �� ��
	����	�& )�''	��E 	� �������& ��� �� �*� �K��� �+ ��	��� .��* ������ Q���'���� �� +������� �*��
��� ����	��	����& ��� 	�+��)��	��?�*�����	����& )��� �	��	�����R� 8� �B����� �*� '������ �	�* �
(�	��	'�� 5�)'����� ����&�	��

"	�����:� ������� 	� �*��� 	� ,	���� ��
� .��* ��&�� ��)'�	��� � 
?�	)���	���� ����& �+ ���?
����� .��* ������ 	� ��&��� +��) �*� ������ ������� ����	
�� 	�'�� +��) ��
���� *������ �������
	� �*� '��
	��� ��&�� ��� ��)� �*��� 	�'��� 	� �*� ����� +��*	��� %*� ���	�� �+ �*� '��
	��� ��&��
�*	�* ����� 	�'�� �� � ������ 	� ������ �*� ����'�	
� ���� �+ �*� ������ ��� �*� ����	�& �+ �	���	?
���	�� �+ 	�'��� +��) � '���	����� ���	�� �+ �*� '��
	��� ��&�� 	� ������ �& � 0����	�� �	���	���	��
	��� �� ��� 	)��	�� ��� ��&��� �+ ������� �	�* �*� � ������ 	� �*� ������ ��&�� ����	
	�� )���
���	
��	�� +��) �*��� ������� �*	�* �	� �	�����& ����� 	� ��� ���� ���	
��	�� +��) �*��� �������
+���*�� ���& +��) �	�����& ������* 	�� �� �*� ���� ��&��E ������� �������	��� �	�*	� �*� ��&�� ���
��������

%*� 8���?�&'� �����	�� ���� 	�

Y��� L �F�� ��F�GGF�� ��F�GG N �



�� ���	��
 �� ����
�� ���
�
��

Environment = input neurons

Layer 1 neurons

Layer 2 neurons

Layer 3 neurons

,	���� ��
H "	�����:� )����

�*��� � ��� � ��� ����������
�� ���'���� �� �*� '�����) �+ ���	)	��� �����* �+ �*� ������� ��	�*��E "	����� ���� � *���

�	)	� �� �*� ��	�*�?��	��	�� '������ 	��� �*� ��	�*�� ��� ��� ������� �� �/���� �� ��� ��������
��&��� �� �*��� �� L ����

6	���� ��� 6��7�& *�
� �����
�� �*�� "	�����:� )���� 	� ����� ��  �������	
� 5������	���E
	���

Y��� L ����� � ��F�G�� � ��F�GF�� ��F�GG

���* �� ��� �F�G ��� +����	��� �+ �E ��� 	� ��	�*�� ���� ��� �� )���	'�&	�� �*��� �& � 	����+�
%*���+���E �� ����� ����	��E �*� ��	�*�� �	�� ��� ���� �� � )���	'�� �+ �*� '�	��	'�� �	���
����� ���
�	�� �������� �� �*� ������ F ��

�� �" ����G �+ �*�	� '��)	��	��� 
������
������� �*� �K���� �+ �*� )���� �	���
������ �	�� ��	�� �� +���E �*��� �	�� ��� �� � �	����	�� �*���

� ��	�*� �	�� ���� �� �� 	� � �	����	�� �*��� �*� '�	��	'�� �	���
����� *�� � '��	�	
� ��������	��
�	�* �*� ��*�� ��	�*��� 8���
��E �*� �	����	��� �+ �*� ��	�*� )���	/ �	��E 	� �������E ���� �	����
����)������ �� ��& �	���
����� �+ �*� ��������	�� )���	/� %*� )���� �	�� ���E 	� �������E ������
)�/	)�� 	�+��)��	�� �����+�� �*����* �*� �&���)�

"	����� �*���� �*�� �+��� ��
���� ��&���E �*	� )���� ���	��� �� ��	�� �����E ��
���'��

� ������?�������� ����� ? ������� �*	�* ���'����� �'�	)���& �� 	�'��� �+ � ��	�*� �'�� ���?
������� �& �������� �� 
	��?
����

� ��� ��������� ? ������� �*	�* ���'����� �'�	)���& �� �	��� �+ ���	
	�& 	� �����	� ��	�����	���

 ��* ������� �/	�� 	� �*� '�	)��& 
	���� �����/ �+ )�))���� %*�& *�
� ���� �*��� �� ���'���
�
�� ��+��� �	��* �� �*�	� �'�	)�� 	�'��� �*���* �*�	� ���'���� 	� ������ �& ��
	���)����� 	�I�?
����� 	��� �& �/'��	�����

��' 5������	��

9������	�� ��)'�	��� ���	�� �*� ���� ���	)��� �+ � ��'������ 
��	����E &E �	
�� � 
����� �+ '��?
�	���� 
��	�����E 0� %&'	����&E �� )��� )��� ��)� ����)'�	��� ����� �*� +��) �+ �*� '���	����



�� � 
��
���
�� �#

.

.

.
.

.

..

.

..

.

.

.

.

.

.

.P
.A

.B

X

Y

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

..

.

. .

.. .

. .

.

.

.

. .

Q

R

r

,	���� ���H %*� 
���	��� �	��� �	�� �� )	�	)	��� �& �*� "����  B����� )��*��� %*� �*������
�	�������E "�E �	�� �� )	�	)	��� �& �*� %���� "����  B����� )��*���

���+��� ���� �*�� �*� ���+��� 	� �	���� �� B������	�E �)���* �� �	���	�� ����� %*� �������& �+ �*�
������� ��*	�
�� �	�� ���� �*� 
��	�	�& �+ ��� ����)'�	����

%*	� ��� �� )��� +��)���& ������ ��H ��� F@E<G �� � '�	� �+ �����) 
��	����� ���* �*��
$ � *�� , � *� 9������	�� �	)� �� ���	)��� �*� ���'���� ���+���E

�F�G L �F, �$ L �G F���#G

+��) � ��� �+ ' �����
��	���E 0�� ��� � L �� ���� ��
%*� ����� )��*�� �+ +��)	�� �*� �'�	)�� ���+��� 	� �*� "���� F �) �+G  B����� 6��*�� �*	�*

)	�	)	��� �*� .���	���� �	������ ������� �*� ������ 
���� �+ & ��� �*� ���	)��� �+ & ����� �� �*�
������� 	�'�� 
�����E 0� ,��)���&E 	+ �� *�
� � +����	��E +E �*	�* 	� �� ���	)���� �+ �*� '���	����
���+���E ��� �� 	�'�� 
�����E 0E �*�� ��� ���� ���	)���� �+ & 	� �	
�� �& )	�	)	�	��

� L )	�
�

��
�

F�� � �F0�GG
� F��
2G

	��� �*� �	) �+ �*� �������	�� '������ 	� �� ��� �*�� +����	�� + �*	�* )��� ������& )���*�� & �	�*
�*� ���	)��� �+ & ����� �� ��	�� +FG �� �*� '���	����E 0E +�� ��� 
����� F&E0G�

,�� � �	���� +����	�� �+ � ������ /E �� *�
� � L 3�N
E ��� �� �*� �����* +�� �*� ���� ���	)����E
+E 	� �*� �����* +�� �*��� 
����� �+ ) ��� � �*	�* )	�	)	��

�� L )	�
���

�
�

F�� �3�� � 
G�

,�� ���* ��)'�� '�	�� 	� ,	���� ���E �*	� ������'���� �� ���	�� �*�� �	�� �*	�* )	�	)	��� �*� ��)
�+ �*� 
���	��� �����*� ���* �� (9 +��) ��� ������ &?
����� �� �*� ����?���	�� �	��E � L 3�N 
�

8���
��E 	� )	�	)	�	�� �*	� �	������E �� ��� )��	�� �� ����)'�	�� �*�� ���& �*� &?
�����
�����	� ������ �*	�� �*� /?
����� ��� ����� ���������&� %*	� 	� �+��� ��� ���� 	� '����	��� �	�?
���	��� 	� �*	�*E +�� �/�)'��E �*	�* 
��	���� �����	����� �*� ���'���� 
��	���� ��� �*	�* �*�
'���	���� 
��	����� 	� �+��� � )����� �+ �*�	�� ���*�� �*�� ��	�� � ��������& +������ �+ �*� '���?
��)� %*���+���E �*� �'�	)�� �	�� �	�� �� �*�� �*	�* )	�	)	��� �*� �	������E "E 	��� �*	�* )	�	)	���
�*� �*������ �	������ +��) ���* '�	��E F��� ��G �� �*� ���� ���	�� �	��� ��
	����&E 	+ �� ���� �*�



!2 ���	��
 �� ����
�� ���
�
��

�����	
� )���	���� �+ �*� ������ 	� / ��� &E �� �	�� 	����'����� �*�� 	��� �*� )����J *���
�� *���
�� ����)� �� +������������ �+ �*� )���	����� �+ ������� %*��E �� ��� ����	�� �*��� 
����� �+ )
��� � �*	�* )	�	)	��

�� L )	�
���

�
�

"�� L )	�
���

�
�

F�� �3�� � 
G�

� N3�

%*	� 	� �*� ��?������ %���� "����  B����� )��*��� ������� �+ �*� ���	�	���� ��)'����	���� ������
	��������� �& �*� ���?�	����	�& 	� ��������	�� ��E %" 	� ���� �	���& ���� �*�� " ���*���* �*�
���	� 	��� *�� ���� ����� +�� )��� �+ �*	� �������&�

��*�� '���� %�
������� 3���"���

@� �� ��
 *�
� �*��� �*�� �*� %" ���	�� '�����) ��� �� ���
�� �& '��+��)	�� � 6	��� 5�)?
'����� ����&�	� �+ �*� ����H 	��� ���	�� �*��� �	����	��� �*	�* 	������ �+ �����	�	�� )�/	)�)

��	���� �+ �*� ���� �����	� )	�	)�) 
��	�����  	��� �*��� )�& �� ������ 	� ���* & ��� / �� ��
��� �	K�����	��� ������� �*�) ��� 	����� 	����'����� & 	��� �*� 	�'�� 
����� 0� %*���+��� ��
��+��)����� �*� '�����) ��H ��� �*� �	����	�� 1 ���* �*�� �� )	�	)	�� �� 	���

�� L )	�
�

F1�0 N 
G�

1�
�
�� ��� 	�'��� 0

L )	�
�

��
���

F1�0� N 
G�

1�

L � )	�
�

1�41 N 

1�8F0G N 
�

1�1

�*��� * L �
�

��
��� 0�0�

� E �*� ������������	�� )���	/ �+ �*� ���� ��� ��� �F0G L �
�

��
��� 0�E �*�

)��� 
����� �+ �*� ���� ����  	���E �� ���
�������E ���

�� L 2E �� )��� *�
�

*1 N 
�F0G� 01 L 2 F��
�G

�*��� 0 L ����������	�
���

���
� ��� �� �	�* �� ��� � *&'��'���� �+ �*� +��)

1�0N 
 L 2

 �E ���	�� �/'�����	��� �+ �*	� �B���	�� �� *�
� 
 L �1�8F0G �*	�* �� ��� �����	����

!1 � 01 L 2 F��

G

�*��� ��� 0 L ����
���

�*��� 5 	� �*� ��
��	���� )���	/ L * � �F00� G� ,��) �*	� �� ��� ���
�*�� �
��& �	���
����� 	� � �����	�� �+ �*� )	�	)	���	�� �+ ���

A�	�� � �	)	��� ���*�	B�� �� �*�� ���� ����	�� �� �*�� �*�� ���& �*� �������� (�	��	'�� 5�)?
'����� ��� ������ +�� ���:� ��� ������ ����E �� ��� ��� �*�� �*�� ���& �*� �)������ (�	��	'��
5�)'����� 	� ������ +�� �*	� �����

�� �� �/�)'�� �+ �*� ������� 	� �'����	��E �� �*�� 	� �*� ���� �	�� �+ %���� ��� �*� ���
�����

����� �+ �*� ��	�*�� �+ �� 65� ������� �*�� ��)'�� '�	��� ��� ����� +��) �*� �	�� ��� ���*
/ ��� & �����	����� ��� ������� �� ��	��� 5�����& �*� �����	�*) *�� ���� �������+���

,�� �*� �	��� �*��� 	� %���� ���E '�	��� ���� ����� ��	+��)�& +��) ���& �*� ���� F���* / ���
& '��	�	
�G B������� �+ �*� �	���	���	�� �����)	��� �& �*� �	�� 	� ���* ����� %*� ���� � �	���
�*�� �*� �	����	�� �� �*	�* �*� ������� ���
����� �*�� �*� �	���	���	�� ��� �K����� �& ���&
�*	�� ��	�� 	� ���* / ��� & �	����	�� ����� +��) �F2E2�2!G� 5�����& �*� ������ �+ �������& �+ �*�
���
������� ��'���� 
��& ������& �� �*� �����	
� '��'���	�� �+ �*� �)���� �+ 
��	���� ��� �� �*�
�����* �+ �*� �	���	���	�� +��) �*	�* '�	��� ���� ����� ��� �*� �*	�� ��	��� �� �*� �*	�� ����E
�*� ��	�� ��� �+ �*� ��)� ����� �� �*� 
��	���� ��� �� �*� �'���� �+ '�	��� �� �*� �	�� ��� �*�
���
������� ��� ��
���& �	���'����



���� ���
 	
���
��� ��
� !�

������ 1	���	���	�� 1	����	�� ,���� ����	���
�/ N 
& L �2 2��22/ N 2�
22& L � ����
�/ N 
& L � 
�#�2/ N 
�2��& L � ����
�/ N 
& L 2�� 
���/ N 
���& L� ����
�/ N 
& L � ���
�/ N �����& L � �V 	� & �	����	��
�/ N 
& L � 
��!#/ N 
��$2& L � �V 	� / �	����	��

%���� ���H 1	����	��� ���
����� �� �*�� �*� '�	��� +��) �*� �	���	���	�� ���� �	������� �& ��	��
����� +��) �F2E2�2!G

��* 6��� %����	��� 1���

����� 3�������� �! �������� /���

%*� )��*�)��	��� �*���& �+ �����	�� 	� (�	��	'�� 5�)'����� ���� ��B�	��� �*� �����	�� ���� ��
�� ���* �*�� 4� 	 2�

�
4�� 	 ��

�
4� L �� �� '����	��E �� ����/ �*��� ��B�	��)���� ��)��*��

��� �� ��� �*�� �� ��� ��������& ��� �� �''��/	)��	�� �� �*� (�	��	'�� 5�)'������ �*�� ��
��� � �)��� �����	�� �����

8���
�� +�� )��� �������� ������� �� ��� ������ �*� �����	�� ���� �� ;��� ���	�� �*� ������ �+
�*� �/'��	)���� 1	K����� ������	�� ��*������ *�
� ���� ��	�� ? ���� �� �������� � �)��� ��������
+��) �*� �����	�� ���� �� ���* 	�����	��E �� )���	'�& �*� �����	�� ���� �& � ��)��� 	 � ���	��
�*� ������ �+ ���* 	�����	��E �� *�
� � �/�� ����	�� ���� +�� �*� ���� �222 	�����	��� ��� �*�� ��
������ 	� ��� �� ��� ��� �+ �*��� *�
� ���� �������+���& ���� 	� '����	�� ��� 	� 	� �����))�����
�*�� &��� �	)����	��� ��� ��� �+ �*��� )��*����

����� ��� ����

%*� �*���& �+ (�	��	'�� 5�)'������ 	� )��� ���	�& �''�	�� �*�� �� *�
� 0����	�� �	���	���	����
��� ��� ��)'	���� ��)� �	�* � ��	��?	� 0����	�� �	���	���	�� ��� )��� ������& *�
� � )���� �+
�����	�� ��)'��� +��) � ��	+��) �	���	���	�� +��) 2 �� �H ���� 	� 5 �� �*� A�	/ ��������	���E ��
�&'	����& ��� �������FG� 1����� 7���* *�� �� �����	�*) �*	�* '��
	��� � )���� �+ �����	�� �
'�����?0����	�� �	���	���	�� +��) � ��	+��) �	���	���	��� %*� 5NN ���� +�� ��	�� �� 	� �*���
�����H

������� �� 	
���
���	


������� �	 �
�����
�
�

������� �� �
���������

������� �� �
��
	����


������� �� �
���
�����

������ ������������������������ ���� ������ !���"#

$

��� %&

����� � '&

����� �!(&

�)�&

����%)�&%*��&%++# � +) ������
�#&

� ) ��,�#-�&

�!( ) �.�&

' ) ������.�!(+��#.�!( + ��#.�!( + �	#.�!(+��#.�&



!
 ���	��
 �� ����
�� ���
�
��

������ ����+'.!���"&

/

%*	� 	� � +����	�� �*	�* ����� 	� ��� ������� F�*� )��� ��� �������� ��
	��	�� �+ �*� �	���	���	��
&�� �	�* �� )����G ��� ������� � �	���� 
���� +��) �*�� �	���	���	��� �� ���� ! 
�����E �� � ��E
�*	�* ��� �������� +�� �*� �	+� �+ �*� '�����)� <�� �*���� ���� �*� +����	�� �	�* ����
/S2T L � �������)��6���F2E�GJ
/S�TL � �������)��6���F2E$GJ ���



������� �

������������ ��������

��� �*� ���� �� *�
� �� +�� )�� *�
� ���� +���+������ �������� ? ���	
��	�� *�� ���� '��'������
���& 	� ��� �	����	��� 8���
��E )��& ���� �	����	��� �������� ��� �*�������	��� �& � '���*��� �+
��������� �������	���� %*	� *�� ��� �� 	������	�� 	������� 	� �������� �*	�*E �*	�� ��	�� �������&
�	����	����E ����� ���	
��	�� �� �� �����)	���� 	� )��� �*�� ��� �	����	�� 	��� �	�*�� ��������& ��
	� �*� ��
���� �	����	�� +��) �*� ����� I�� �+ ���	
��	��� ��� 	�������	�� 	��� 	� �� �����	���
�*	� �*���� 	� �	����	�� �+ )��	�� �+ ���	
��	�� �	�* � )	��� )��	����	�� �� �*� ����� 8���	��
�����	�� ���� ������ ���	?8���	�� �����	���

�+ 	�'��� �� � ������ ��� ��� ����������E �*�� ���* �����	�� 	�+��)��	�� ����� �*� ��*��� ��
	�+��)��	�� �*�����	��� ���)�E �*��� 	� ���������& 	� �*� 	�'��� F(F�J �G � 2 G�

���	?8���	�� �����	�� 	� ���	���� �� ����������� 	�'�� 
������ %*� 	���	�	
� 	��� ��*	�� �*�
'������ 	� �*�� )��� 	�+��)��	�� ��� �� '����� �*����* � ������� �*�� �*� ����� �+ �*� �������
��� ��� ����	�� �	�* �	K����� ����� %*� ���� ���������� �*� �������: ���'�����E �*� ���� ���������&
	� 	� �*� ���� �����+��� %*�� �*� �	) 	� �� '������ ������� �*	�* ���'��� �� �	K����� �	������ �+

 ������� ���'��� �� �*� ��)� �	����E �*��� 	� � )������ �+ ��������	�� ������� �*�) ��� �*	� 	�
���� �� �K��� �*�	� ���'����� �� +����� �	)	��� ����� ���	?8���	�� �����	�� 	� ��)��	)�� �����
�� ������� 	�*	�	�	�� �� �*	� �&'� �+ �����	�� 	� ��������& ���� ������� )�)���� �+ �*� ��)� ��&��
��� ��� ������� )�)���� �+ �	K����� ��&���� %*� ���	� )����F,	���� ���G 	� ������ �&

Y��� L �4����
%*���+���E 	+ 	�	�	���& �� ��� �� ��� *	�*�& ���������� �*�� �*� ��	�*�� ������� �*�) �	�� ����

�� � ����� �����	
� 
���� ��� ���* �	�� ���� �� ���� �*� ��*�� �K�

Feedforward 
weights

Anti-Hebb
weights

Inputs

Outputs

,	���� ���H ���	?8���	�� -�	�*��
�����	
� ����������	�� ��	�*�� ������� ������� 	� �*� ��)� ��&�� ��� ������� ��	�� �� Q���	?
8���	��R �����	�� ����

!�



!� ���	��
 �� ���
#����
�� ���
�
��

M

x x’ = x + Mx = Fx

,	���� ��
H %*�  &���) 6���� �+ �*� ��
���& ,	����

�� 	� ����� �*�� �*��� 	� �� ���� +�� ��	�*� ����& ���)� �� �	)	�� �� ���	?8���	�� ��	�*�� ��
�*�& ��� ����)��	����& ���+?�	)	�	��E '��
	��� ����������	�� ��� �� ����	���� -*�� �*� ���'���
*�
� ���� ������������E �� *�
� �F����G L 2 ���

F�F�����G� 2G L� F�FY��� G� 2G F���G

	��� ��	�*� �*���� ���'� �*�� �*� ���'��� ��� �������������  ������ 	� ����������	�� �*�
���'��� ������� 	� ��	�*�� ��	�� ����	�	����

 �
���� ���*��� *�
� ��
���'�� (�	��	'�� 5�)'����� )����� ��	�� � )	/���� �+ ��� �+ �*�
���
� (5� )��*��� F�+��� ���:� ��� ������ 9���G ��� ���	?8���	�� ��	�*�� ������� �*� ���'��
��������

-� ���� ���� � �	)	���	�& ������� �*� �	)� �+ (5� ��� ���	?8���	�� �����	��H �*� �	) �+ ���	?
8���	�� �����	�� 	� �� ����������� �������� �+ � ��� �+ ������� '��+��)� � (�	��	'�� 5�)'�����
����&�	�E �*�	� ��	�*�� +��) �� ���*������ ���	� �+ �*� �'��� �+ '�	��	'�� �	���
������� %*��E ���*
)��*��� '��+��) � ����������	�� �+ �*� �������: ���'������

,���*��E 	� 	�+��)��	�� �*�����	� ���)�E ����������	�� ������� �*�� �*� )�/	)�� �)���� �+
	�+��)��	�� '���	��� +�� � '���	����� ��)��� �+ ���'�� ������� 	� �����+����� �*����* �*� �&���)�
-� �	�� ����	��� ���& ��	��?+��� 	�+��)��	��?�����+�� �	��� 	+ �*��� 	� ��)� ��	�� 	� �*� �&���)E
��)� ��'�	���	�� �+ 	�+��)��	�� )�& �� ������	�� �� �'�	)�� 	�+��)��	�� �����+���

��� "(� ��
���# +	����

%*� ���� �+ �����	
� +������� 	� ����	� )����� *�� )��� �+��� ���� �� �*� )��*��	�) +�� ��)'��	?
�	�� �+��� ����� �� �	����	��� )����� �+ ���	
��	�� �����+�� ��� ��)��	)�� ����� �� '�&�*����	���
)������

�� 	�������	�� ����& )���� ��� '��'���� �& 7�*���� �*� ���� �����	
� +������� 	� � ��)���
�+ )�����E �*� )��� +�)��� �+ �*	�* F�� ����� �+ �*� �	)'�� )�����G 	� �*� ��?������ Q��
���& �����R
F��� ,	���� ��
G� 8��� �� *�
� �� 	�'�� 
����� 0 �*	�* ��������� +������� ��	� �& �*� 
����� �+
��	�*��E 6� .��* ���)��� �+ 6 	� ���'��� ��	�� ���	?8���	�� �����	��H

�3��

��
L �4��

��
�

�

�*��� 0
�

L 0N$0
�

��� �� F( N�G0
�

L 0



���� � $���
 %��"� �

�� ����� !!

x

x

y

y

1

2

1

2

Inputs Outputs
w12

w21

,	���� ���H ,=���	>��:� ,	��� 6����

%*���+��� 0
�

L F��$G��0 L #0 F��
G

Q�� 	� ������	
��& ����)�� F( ��G�� ����&� �/	����R 7�*���� �*��� �*��E ����� +�	��& �������
����	�	��� �� �*� ��B����� �+ 0 ��� �*� 	�	�	�� ����	�	��� �+ �*� )���	/ 6E �*� 
����� �+ , ����&�
���
���� �� � '������	�� )���	/ ����� �*	�* �*� ���'�� 0

�

�''����*�� ;��� ���*���* , ���� ���
���
���� �� �*� ;��� )���	/ 	��� , ���
����� �� � )�''	�� �*��� ������ F�*�� �	� �+ �*� �'���
�*	�* 	� )�''�� �� 2G 	� �*� ����'��� �'����� �& �*� 
������ 0� %*�� ��& ��� 	�'�� 
����� 0�
�	�� ����� �� ���'�� �*	�* 	� �����& � +����	�� �+ �*� ��
�� +������� 	� 0��

��� +7���	8��3� +	��� 4����

,=���	>�� *�� ��������� )��& ������ ��� )�����E ��
���� �+ �*	�* ��)�	�� ���	?8���	�� �����	��
��� ��	�*� ����&� 8���E �� �	�� �/�)	�� �*� ���� 
 �� �*�& ��� �/�)'��� �+ �����& ���	?8���	��
�����	���

%*� ���� )���� 	� �*��� �	����))��	����& 	� ,	���� ��� ��� *�� ���	?8���	�� �������	���
������� �*� ���'�� ��������

%*� �B���	��� �*	�* ����� 	�� �&��)	��� ��*�
	��� ���

�� L �� N

��
���

�����

�	�* �����	�� ����
Y��� L �4���� +�� � �L +

�� )���	/ ���)�E �� *�
�

� L 0N7�

��� ��E � L F��7G��0

%*���+��� �� ��� 
	�� �*� �&���) �� � �����+��)��	��E %E +��) �*� 	�'�� 
����� 0 �� �*� ���'��
� �	
�� �&

� L �0 L F��7G��0 F���G

��� �*� )���	/ - )��� �� �&))���	� ��� *�� ���& ���?;��� ���?�	������ ���)� 	��� 	+ �� ����	���
���& � ��� 	�'��E ��� ���'�� ��� �� 	� �*� �	����)E

5 L

�
2 �
� 2

�
F���G

�� �*�� % 	� �	
�� �&

) L F( �5 G�� L
�

� ��
�� �

���
L

�

�� ��

�
� �
� �

�
F��!G

��� ��� �*� ��� �	)���	���� 	�'�� 
����� *�
� ��������	�� )���	/

!		 L

�
%�� 2%�%�

2%�%� %��

�
F��$G



!$ ���	��
 �� ���
#����
�� ���
�
��

�*��� 2 	� �*� ��������	�� ���Æ�	���� ��� �*� ��������	�� )���	/ +�� & ��� �� ���������� �	��� �
9 �0 �� *�
� !�� L �F��� G L �F)0�F)0G� G L )!		)

� � %*��

!�� L
�

F�� � �G�

�
%�� N 
�2%�%� N ��%�� 2%�%�F�

� N �G N F%�� N %��G�
2%�%�F�

� N �G N F%�� N %��G� ��%�� N 
�2%�%� N %��

�
F���G

%*� ���	?8��� ���� ����*�� �B�	�	��	�) �*�� �*� �*� ��	�� ��� ������������ ��� �� �*� ���)�
��� L ��� L 2� ���	�� �*�� �*	� �	
�� �� � B������	� �B���	�� 	� � F�*	�* ��������& �� ���
���
�G�

"�� �� ����	��� �*� �'��	�� ���� �*�� �*� ���)���� �+ / *�
� �*� ��)� 
��	���� �� �*�� %� L
%� L %� %*�� �*� ����� ��������	�� ���)� ����)� 2%��� N 
%�� N 2%� ��� �� �� )��� ���
� �*�
B������	� �B���	��

2�� N 
� N 2 L 2 F���G

�*	�* *�� � ;��� ��

�� L
�� N

�
�� 2�

2
F��#G

,=���	>�� +���*�� �*��� �*�� �*	� 	� � ������ '�	�� 	� �*� ��	�*� �'����

#���� 3� 
��
���

5���	��� ���� �*	�* *�� ��������	�� )���	/

!		 L

�
� 2�#!�

2�#!� �

�
F���2G

���	�� �*�� �*� ����� ��������	��� ��� 
��& *	�*� %*	� ���� ��� �������& ������� �& ��	�� �*�
�����	�*)

� L �F2� !G

�� L �F2� �G N �

�� L �F2� �G N �

�*��� �F2E�G 	� � ���)�� �	���	���	�� �	�* ;��� )��� ��� �������� ��
	��	�� ��
-*�� �� ��� ,=���	>��:� �����	�*) �� �*	� ���� �� ��� �*�� �*� � ��	�*� ���
����� �� ?2��!��

%*� ����������	�� ��� �� ���� ���'*	����& 	� ,	���� ���H �*� *	�* ��������	�� 	� �*� 	�'�� ����
	� ������& 
	�	��� ? � *	�* '��	�	
� 
���� �+ �� )���� � *	�* '��	�	
� 
���� +�� �� ��� 
	�� 
���� ?
�*	�� �*��� 	� �� �''����� ��������� 	� �*� ���'�� 
������

#���� 56��	�7��2� -����	 '�	��

,=���	>�� �������� � +���*�� )���� �& �����	�� ��� ������� �� ����	
� �*�	� ��� ���'��� �	�* ��	�*�
��

Y��� L 4F�� ����G

�*	�* ��� �� ��	���� 	� )���	/ +��) ��

Y5 L 4F( � ��� G F����G

�*��� � 	� �*� 	����	�& )���	/�
%*	� ��� �	�� ���
���� �*�� �*� ���'��� ��� ������������ F��� �� �*� �K?�	������ ���	?8���	��

�����	��G ��� �*�� �*� �/'����� 
��	���� �+ �*� ���'��� 	� �B��� �� �� 	��� �*	� �����	�� ���� +�����
���* ������� ���'�� �� ���� ���'���	�	�	�& +�� �*� ��)� �)���� �+ 	�+��)��	�� �	��� �*� �����'&
�+ ���* ���'�� 	� �*� ��)��

%*	� 	� �������	����� ��
Y��� L 4F8�� � ����G

�*��� 8�� L 2 +�� � �L +� %*� 
���� �+ 8�� +�� ��� 	E �	�� �����)	�� �*� 
��	���� �� �*�� ���'�� ���
�� �� ��� )����� �*� 	�+��)��	�� ���'�� �+ ���* �������



���� � $���
 %��"� �

�� ����� !�

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

25

-15 -10 -5 0 5 10 15 20 25

Input values

"before.dat"

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

-6 -4 -2 0 2 4 6

Output values

"after.dat"

,	���� ���H %*� ��	�	��� ���� 	� *	�*�& ����������� %*� ���'�� ���� *�� ���� �������������



!� ���	��
 �� ���
#����
�� ���
�
��

Inputs
x

Hebb
weights

Anti-Hebb
weights

,	���� ��!H %*� ��	�*�� +��) �*� 	�'�� ��&�� �� �*� ���'��� ��� �������� �& 8���	�� ����	��J
)����*	�� ���* ���'�� ������ 	� ��&	�� �� ���� �K �*��� �������	�� 	� ��	�� ��	�*�� �*	�* ���
�������� �& ���	?8���	�� ����	���

x

x

x

x

x 5

4

2

3

1

1

2

z

z

,	���� ��$H %*� �����	
� +������� ��������

��� 5����� ��� ��(�����3� 4����

 �
���� ���*��� *�
� ��)�	��� 8���	�� ��� ���	?8���	�� �����	�� �	�* � 
	�� �� �/�����	�� ���
�*� '�	��	'�� ��)'������ �+ � ���� ���� ��� ���* �/�)'�� 	� �*��� 	� ,	���� ��!�

9����� ���  �*����� *�
� � )���� 	� �*	�* �*� +���+������ ��	�*�� ��� �	�*��

� �	)'�� 8���	�� �����	�� �	�* � �����)��	���	�� �+��� ���* �����	�� �&��� ��

� 8���	�� �����	�� �+ �*� ��� ������ ��� �&'�

.	�*�� �+ �*	�* �	�� ��������� �� ��� �*� ���� '�	��	'�� ��)'����� �+ �*� 	�'�� ����� 8���
��
���* ���'�� ������ 	� ��	��� �� �
��& 	��	� ���� ���'�� ������ �	�* � ��	�*� �*	�* 	� �������� �&
���	?8���	�� �����	���  � �*� ���'�� �+ �*� ������ ���'�� ������ 	� �����)	��� �& �*� (�	��	'��
��)'����� �+ �*� 	�'�� ���� ��� ���� �& �*� ���� �� ����������� 	����+ +��) �*� ���� ���'��
������� %*� ��� ������ 	� �*�� 	� ������ �� ���'��� �� �*� ������ '�	��	'�� ��)'������ %*� �*	��
������ 	� ����)'�	�� 	� 	�� ���� �� �/����� �*� )�/	)�) 	�+��)��	�� +��) �*� ���� ��� ���� )���
����������� 	�� ���'�� �	�* �*� ���� ��� ���'�� ������� F�*	�* *�
� ������� �*� ���� ��� '�	��	'��
��)'������GJ 	� �*�� ������ �� ���'��� )�/	)���& �� �*� �*	�� '�	��	'�� ��)'����� �	����	�� �����

��� "(� �����	
� +������� 4����

%*� �����	
� +������� ������� 	� �*��� 	� ,	���� ��$� %*� 	�'�� ������� ��� �� �*� ��+� *���
�	��J ���	
��	�� 	� '��'������ �*����* ��	�*�� �� �*� ���'�� ������� �*��� � ��))��	�� �����
'���� ��� �*�� �*� ���	
��	�� 	� +������ �	 ��������
� �� �*� 	�'�� �������� �� ��� �� �*��� �*��
��� ���& ���� �*� �����	
� +������� ���' �*� '��	�	
� +������� ���' 	� �	)'�� 8���	�� ��������
F	��� ���'� �*� ��	�*�� +��) ����	�� �	�*��� �����G ��� 	� ���� ������ �*� ��	�*�� �� ���
���� ��
�*� (�	��	'�� 5�)'������ �+ �*� 	�'�� �����

%*� ����� ��
���	�� �*� �����	���	�� �+ �*� ������� ���

:� L
��
���

����� F���
G



���� ��� �����
&� �������� ����� !#

��F�N �G � ��F�G�
��
���

���:� F����G

Y��� L 4�:���F�N �G F����G

�*��� ��F�G 	� �*� ��	�� �+ �*� �
�� 	�'�� ������ �� �	)� ��

%*��� 	� �� �/'�	�	� ��	�*� ����&E ���)��	���	�� �� ��	''	�� �+ ��	�*�� 	� �*� )����� %*�
��������	�� �+ �*� ��	�*��� ��) �+ �*� ���'�� ������ 
����� ���� �	�� ���	?8���	�� �����	��� -�
�	�� ����	��� �*� ������� �� � �����+��)��	�� +��) 	�'��� / �� ���'��� ;J �& ����	���	�� �*� �K����
�+ �*��� ����� �� 	��	
	���� �������E �� ��� �*�� �*�� �*� ��������� ������� 	� �B�	
����� �� ���:�
 ���'��� �����	�*)�

 ����	���	�� F����G 	��� F����G �� ���

Y��� L 4��F�N �G:�

L 4F��F�G�
�
�

���:�G:�

L 4F��:� � :�
�
�

���:�G F���!G

�*��� �� *�
� ���''�� �*� �	)� F�G �����	�� +�� �	)'�	�	�&�

%*	� ���� +��)����	�� �+ �*� �����	�� ���� F���!G 	� �/����& �*� �����	�� ���� +�� �*�  ���'���
�����	�*)E .B���	�� F����G� %*� ��)'����	
� ������� �	
�� 	� �*� 
��	��� ������ 	� 5*�'��� � ����
+��) � �����	
� +������� ��������

#�#�� 8���������  �����������

������� �*	� ������� 	� �	)	��� �� �*�� +���� 	� �	����	��� ��������E �� *�
� 	� �*� '��� ������
�*� ������� Q%*� ����������� �������RH �*��� ��� 	� �*� �����/ �����	
� +������� ������� ������
	����������� �*	�* 	�*	�	� �*� ������� �*	�* ����� �*�) �� ���� %*� ������� �+ �*� ���� ����	��
*�
� ��� )���� �������� �*�� ����	����� �� � )���� �+ �	����	��� �&���)�H �*� ��	�*�� �+ �*�
�������	��� +��) �*� 	����������E;E �� �*� ��))	�� ������E&E ��� ����)�� �� �� 	����	��� �� �*���
+��) �*� ��))	�� ������E&E �� �*� 	����������E;� %*	� 	� �	����	����& 	)'����	���� -� �*���+���
*�
� '��'���� � )���� �*��� �*��� ��	�*�� ��� 	�	�	���& �	K����� ��� �*�� ����� 	���'�������&
+��) ���* ��*�� F����	� �� �*� ��)� ����G�

� L 0�;< F���$G

< L 7� L70 F����G

:7 L 4��<
� F����G

:;� L 4 �<
� F���#G

�*��� �*� 	�	�	�� 
����� �+ ���* ;� ���7 ��� �)��� �����) ��)���� ��� ���������� 	� ��& ��&
�	�* ���* ��*���

���� �*�� ���* �����	�� ����� +��7 ��� ; ��� 	����	��� �' �� �*� �����	�� ���� ��� ��� ���&
�	)'�� 8���	�� �����	��� %*� ������� �+ �� �/'��	)��� 	����	��� �� �*� ���� ���� ��� �	�* �	K�����
+���+������ ��� +������� ��	�*�� 	� �*��� 	� %���� ����

#�#�� 
��������� �� ���  ���������� ���,���

%*� )���� �	Æ����& �	�* �*� ���	� 	���������� ������� 	� �*� ��)� �� �*�� �*	�* �''�	�� ��
�*� ���:�  ���'��� �����	�*) ? 	� ���� ���& �*� ����'��� �+ �*� '�	��	'�� ��)'������ ��� �*�
'�	��	'�� ��)'����� �	����	��� �*�)���
���



$2 ���	��
 �� ���
#����
�� ���
�
��

����� ������ )���� D- 6����
- - D
�2/// ?2�2�$ ?2�22� /2�)� ?2�2�� ?2�22� �2/�� ?2�2�� ?2�2
�
2�2�$ /2��� ?2�2�� ?2�2�# �2/�� 2�2�� ?2�2
� /2�%� 2�2�

2�2�2 2�2�� �2/// 2�2

 ?2�2�
 �2/�) 2�2
2 ?2�2�� /2�%�

?2�22
 ?2�22
 2�2�$ ?2�2
� ?2�2�� 2�2�� ?2�22� ?2�2�� 2�2��
2�2�2 2�22� 2�2�2 2�2#� ?2�22� ?2�2�� 2�2�2 2�222 2�22


%���� ���H 9������ +��) �*� 	���������� ������� F��+�G �	�* �&))���	� ��	�*��E-� ��� +�� �*� D
��� - 
������ +��) �*� D- 6����F��� ��/�G

5����� '����
�� �
 ������������

%*� ���� ������� 	� ���* ����� �	
�� �*�� �� �	������� ���:� )����� ��� �*��� +��) �*� �����	
�
+������� �������� %*� ������ ��� �+ ������� F�*��� �*	�* ��� �*� ������ (�	��	'�� 5�)'������E
%���� ���G ��� +��) � ������� ��	�� �*� +�����	�� �����	�*)H �*� �&���) 	� ������� �	�* � 	�?
���������J �*	� 	���������� ���� �*� ���� '�	��	'�� ��)'����� ��	�� �*� ���
� �����	�� ����� ��
�*�� ����� 	�� '����	�	�& 	��� 	�� ��	�*�� �	�� ��� �����B�����& �*����� -� �*�� ������ � ������
	�����������  	��� �*� ���� ������ *�� +���� ��� ���������� �*� ���� '�	��	'�� ��)'�����E �*�
������ ������ �	�� ��� �*� ������� ��)�	�	�� '�	��	'�� ��)'������ �� ��� ��� ����� 	�� '����	�	�&�
%*�� �*� �*	�� 	���������� 	� ������� ����� %*���+���E �� *�
� 	��������� ��� ��&))���& 	� �*�
�	)� �	)���	��J ���� �*�� �*����� �� �� �� �	�* ���� ���:�  	���� ������ ������� ����� *�
�
��B�	��� �*� 	��������	�� �+ �� �/��� )��*��	�) ? �*�� �+ ��������	�� �*� '������	�� �+ �*� ����
���� �*� ����'��� ������& +���� ? �� �� ��� ��B�	�� �*	� *��� �� �*� ������� ����)��	����& ����
��� ��������� �*	� ����'����

,��� +������ )��� �*� 	���������� ������� ��'��	���& �/�	�	�� �� � (5� �������H

�
�&(
	
�� ? �*��� ��� �� ���	��	� �� *&'�����	� +����	��� �� �� ����������J �*��� 	� �� ���	�	����
��)'����	�� �	�*	� �*� �����	�� ����J �*��� 	� �� ��B����	�� '���	�� ���� �+ ������ �� ����&
���)��

��������
�� ? �
��& 	���������� 	� '��+��)	�� �/����& �*� ��)� ��������	�� �� 	�� ��	�*�����J
�
��& ��))	�� ������ 	� '��+��)	�� �/����& �*� ��)� ��������	�� �� 	�� ��	�*������

(�	�(
�� �
 
�
�����
�� ? ���* 	���������� ���� ���& �*� 	�+��)��	�� �*	�* 	� ����	
�� +��) 	��
��� �������	���J �	)	����& �	�* �*� ��))	�� ������� �*	�* ��������� �*� & 
�����

&���((�(
�� ? ���* �'����	�� �� ���* 	���������� 	� 	���'������ �+ �*�� 	� *�''��	�� �� ��&
��*�� 	����������J �	)	����& �	�* �*� ��))	�� �������

������( ���
�
�
��

8���
��E �*� '*���� �����	�� �+ ������� �����	��� 	� �*� ���� ����	�� ���� ��� ��	�	�� �*� 	�*�����
'�����	�� �+ �*	� ������� +�� '������� 	�+��)��	�� '������	��� -� ��� ��
���' �����	�� �����	�*)�
�*	�* �� �*	� �*	�� ����	�	�� �� )��* �� '���	��� �+ �*� ��*�� +�������� -� �)��� �*� ���	�
������� �& �����	�� �*� 	�*	�	���& �K��� �+ ���* 	���������� �� ��� �� �*� ��*�� 	����������� ��
���� �� �*� ��))	�� ��������

%*� ���� �&'� �+ ������� �	�� �� �*�������	��� �&

<
�

L 70

< L <
� �*<�

0 � 0�;<
:7 L 
�0<

�

:; L 
 0<
�

:* L 7<<�



���� ��� �����
&� �������� ����� $�

��'�� � ��'�� 
 ��'�� � ��'�� � ��'�� !
����������� � /2��� 2 2�22� 2�222 2�22�
����������� 
 /2�// 2 2�22! 2�222 2�22�
����������� � 2�2�! /2��� 2�22� 2�222 2�222
����������� � /2��/ 2 2�22� 2�222 2�22�

%���� ��
H � ! 	�'��E � 	���������� ������� �	�* �*� ��)� �&'� �+ 	�'�� ���� �� '��
	����&

�*��� <
�

	� �*� 	�	�	�� ���	
��	�� �+ �*� 	���������� ��+��� ����	
	�� �*� ������� 	�*	�	�	�� +��)
��*�� 	����������� ��� * 	� �*� )���	/ �+ ��	�*�� ������� �*� 	������������

-� �� ��� *���
�� ����� ���+?�������	��� +��) 	����������� �� �*�)���
��� %�� )��*��� *�
�
���� ���� �	�* �*	� �)����� ������� 	� ����� �� ������ �*� ��������& ��&))���&H

� 	� �*� ����E �� ����� �*� ������� ��	�*�� �� �� �'������ �� �	K����� �����J

� 	� �*� ������E �� ��� �	K����� ���	
��	�� +����	��� �� +���� ���
������� �� �*� (�	��	'��
5�)'�������

-� ���� �*�� �� *�
� ��� � �?'*��� �'����	��H

�� %*� ���	
��	�� 	� +�� +������ +��) �*� ��))	�� ������� �� �*� 	�����������


� %*� 	����������� +��� �*�	� ���	
��	�� �� �*�	� '���� ��� ����������� �*�	� ���	
��	���

�� %*� ���	
��	�� 	� +�� ���� �� �*� ��))	�� ������� +��) �*� 	�����������

-*	�� �*	� 	� )��� ��)'����	�����& ��)'��/ �*�� ��+���E �� ���& ��B�	�� �F3�G ���	�	���� ���?
�����	���E �*��� ) 	� �*� ��)��� �+ 	������������ ,���*�� ��� �����	�� '�������� ����	��� �� ���
�	)'�� 8���	�� �����	���

��� ��� *�� '��
�� �*� 	)'������� �+ ��&))���& 	� � ������� 	+ &�� �	�* �� ��� �*� ������
(�	��	'�� 5�)'������ ���*�� �*�� �*� ����'��� �+ (5�� -� ��� �*�� �*�� �*� ������� 	�*	�	�	�� 	�
��� 	� 	����+ ��Æ�	��� �� ����� ���
������� �� �*� ������ (�	��	'�� 5�)'������ ��� 	� ���� *���
��
�	
� �� �� ��������	
� )���� �+ 	�����	�� �*� ��&))���& F���� �& *�
	�� �*� ������� +������� �K���
�*� ��*�� ������� 	� �� ��&))���	� )����� �� �����	�� �*� �����	�� ����� �� �� �	K�����G�

=��������
"� 7�
����

%*��� 	� ��� ��
	��� ��&))���& ���� 	� ������ �*	�* �� *�
� ��� ���� �� &��H 	� 	� ���	�
��
�*�� �	����� +��) ������� )�& �� �/�	�����& �� 	�*	�	���& ��� ��� ���* 	��� � ������:� ���'��
��� �/�	�� F'��	�	
��&G ��*�� ������� �� 	� ��� 	�*	�	� F�����	
��&G ��*�� �������J �*�� ������
*�''�� 	� �*�� 	� �/�	��� ��)� ��� 	�*	�	�� ��*���� %*� ������� ��'����� 	� '��
	��� 5*�'���� ����
����� �� � )���� �*��� �*� ��	�*�� ���� ������� �� ���� ��& 
���� '��	�	
� �� �����	
� ��� �� �
������ ����� �� �/�	�	�� ��)� ������� �*	�� 	�*	�	�	�� ��*���� �� +���E 	� 	� '���	��� +�� � ������
�� ��	��* +��) �/�	�����& ���	
��	�� �� 	�*	�	���& �� 	�� ��	�*� �*����� +��) '��	�	
� �� �����	
��
�+ �� ����� ���& ���?�����	
� ��	�*�� 	��� ������ �*�� 	+ � ��	�*�E �*	�� �����	��E ��
�� ����� �
�����	
� 
����E �� *�
� �*� +�����	�� 	�������	�� �	����	��H

����)� �*�� ��� ��	�*�� �+ ��� ���
����� ������� *�
� 
����� 1� L �	� N �	� ��� 1� L

	� N �	�E �*��� �*� 	� ��� �*� �	���
������ �+ �*� ����:� ��
��	���� )���	/� %*�� �	��� �*�
��	�*�� ���
���� �� �� ���*������ ���	� �+ �*� �'���E �
N �� L 2� ��� 	+ ���� �+ �*� ���)� �E�E�
�� � ��� �� �����	
�E �*�� �� ����� 
 )��� �� ;��� F��� +��) ���* ���) �� ��� ��G� �� ��*��
�����E �*	� �������	�� ��	��� �*� ��	�*� 
������ �*����* �*� ��	�*� �'��� �� �*� ������ (�	��	'��
5�)'������ �*�)���
���  	��� �� ��� ��� �	����	�� �*� '������E �	����	��� �*��� ��
���� ����
�+ ��	�*�� ���
���� �� �*� ��)� (�	��	'�� 5�)'����� ���� �� �''���� �� �/���)� �/�)'�� 	�
�*��� 	� %���� ��
 	� �*	�* �� ��'��� �*� ������� �+ � �	)����	�� �� �*� ��)� �&'� �+ ���� ��
'��
	����& ��� �*��� �*� ���	� D- 	���������� ������� ��� ��� �' ��� �*� ��	�*�� ������� ��
����� �����������&� 5�����&E �*� ��	�*�� �+ 	����������� �E
 ��� � *�
� ��� ���
����� �� �*� ��)�



$
 ���	��
 �� ���
#����
�� ���
�
��

1	����	�� � 
 � � ! D����
,	��� (5 /2�)� /2)�� 2�222 ?2�22
 ?2�22
 !#��
 ����� (5 ?2�22$ 2�22� �/2�%� �/2%�� �/2%�� ����
%*	�� (5 �/2)�� /2�)� ?2�2�2 2�22! 2�2�� ���
,����* (5 2�2�
 ?2�22� �/2)�% /2��� /2��� 
��
,	+�* (5 2�22
 ?2�22� /2��� �/2��� /2%�/ 2�!

%���� ���H (�	��	'�� 5�)'������ �+ �*� ��� ���� ���������� ��	�� � �������� ����	��	��� '������

����������� � 2�22! 2�222 /2�%� /2%�% /2%��

����������� 
 /2��� /2��) 2�22� 2�222 2�222
����������� � /2��� /2�%� 2�22� 2�222 2�222
����������� � /2��% /2�/� 2�22� 2�222 2�222

%���� ���H � !?� 	���������� �	���	� �'����	�� �� �*� ���� �+ �*� '��
	��� �����

(�	��	'�� 5�)'������ ���� �*�� �*� ��	�*�� )����� ���& Q2R *�
� ���� ���''�� +��) ����)	��
�����	
��

%� +���*�� 	�
���	���� �*� �������:� '�����	��E ���� +��) � �	���	���	�� �*��� (�	��	'�� 5�)?
'������ ��� �*��� 	� %���� ��� ��� ���� �� 	�'�� �� �*� �������H 	� �*���� �� ����� �*�� �*���
	� � �*��' �	
	�	�� 	� �*� ���� ������� �*� ���� ��� �	����	��� ��� �*� ���� �*���� �� )	�*� ���)
�� �� '���	��� +�� �*� ������� �� ���
���� �� � )	/���� �+ �*� ���
� ��	�*�� ���� �*� �	���?
�	��� �2�!��E2E2��$#E2E2
 ��� �2E2����E2E2�$��E2�$�

 �'�� �*� ����'��� �+ �*� ���� ��� (�	��	'��
5�)'������� %*	� ���� ��� *�''��J �*� ������� ���
����� �� �*� ���� 
 (�	��	'�� 5�)'������
�*�)���
�� F��� ����&�	� 	� �*� ��/�  ���	��G�

�� 	� 	)'���	��� +�� �*� ������� ��	�� �*� '��	�	
� ��	�*� �������	�� �� ���
���� �� ��& �	����	��
�����	�	�� � �����	
� ��)'����� 	��� +��) �*� �*	�� �������� %� ��� ��� *�� �*� ������� �����
���'��� �� � �	����	�� �*��� �*��� ���� )��� ������� �+ +�����) �*�� '���	��� �	����	��� �� ��
+����E �� ���� �*� ������� �	�* �*��� ! 	�'��� ��� � 	����������� F�	�* �*� �������	�� �*�� ��
��	�*�� ��� ������� �� ����)� �����	
�G� %*� ������� ��� �*��� 	� %���� ����

�� 	� ����� �*�� �*� ���� 	���������� *�� +���� �*� ������ (�	��	'�� 5�)'����� �*	�� �*�
������E �*	�� ��� +����* 	����������� *�
� +���� �*� ���� (�	��	'�� 5�)'������ %*	� 	� � �������
���	�� �	�* �*	� �&'� �+ ������� �	�* �*� ���?�����	
� ��	�*� �������	����

%*	� +��) �+ 	�+��)��	�� �/�����	�� )�& �� �+ 	)'������� 	+ �*� ���� *�� ���� '��'�������� 	�
����� �� *�
� 	������� �*� Q��/����R ���� +��) �*� Q������R ���� +��) �*� Q�)���R ���� ����� %*	�
�&'� �+ �	���	����� ����?'������	�� 	� ����� �� *�''�� 	� �	����	��� ������ ��������� 8���
��E
�*	� �&'� �+ ����?'������	�� ������ �� �� 	�	�	�� ����?'������	�� +����	��� %*� 	�+��)��	�� )���
���� �� �	K�����	���� 	��� �	���	�� �	)���	���H 	+ �*��� 	� ��& �
����' ������� �*� �	)���	��� 	�
�*	�* �*� ���� �/	���E �� )��� �*�� ��� (�	��	'�� 5�)'����� '�� ���� ��� 	� '���	����

-� ���� �*�� �*� �����* �+ �*� ����� 
����� �+ ��	�*�� 	��� 	����������� 
E � ��� � 	� ��� ��	��
%*	� 	� ���
��	��� 	� �*�� 	� �	�'��� �*� ��� �+ Q�����)��*�� �����R? �*�� ����	
� ������ �*	�*
����� ������	�� ���& &��� �����)��*��� � �����)��*�� ���� 	� 	����
��	��� 	� �*�� ��)��� ��
���* � ���� )	�*� ���� �� &��� ��
�� ������	�	�� &��� �����)��*�� ���	�� �+ ���* ������	�	�� 	�
�'���� �
�� � ����' �+ ������� ���* �� 	� �*��� *���E �*	� '��
	��� � ���������� 	� �*� �������
�*	�* *�� ���� )	��	�� �' �	�� ����

��������� 
� .
����	�

����*�� '���	��� )���� 	� ��������� �& �*� 	����� ��&))���& 	� ���� �	����	��� ������ ��������
	� ���)� �+ �*� �	������� ������� �������� %*	� �	�� )��	+��� 	����+ �� �	K����� �	)�� �� ���'���
�� � �	���� ��'���	�� �� �*� �	������ �*	�* �*� �	���� )��� ���
�� F����)	�� �*�� �*��� 	� ��)�
��	+��)	�& 	� �*� �'��� �+ 	�+��)��	�� �����+��G�

%*	� �	K�����	�� 	� ���� 	� � ��� )���� �*��� �	K����� 	����������� ���� �	K����� �����*� �+
�	)�� �� ���'��� �� �*� 	�'�� �	���� 0� %*���+��� �*	�� �*� ���	
��	�� +��) �*� 	�'�� �������



���� ��� �����
&� �������� ����� $�

D -
�2/// 2�22$ ?2�2�2 �2/// 2�22$ ?2�2�2
?2�222 ��2/// 2�2�� ?2�222 ��2/// 2�2��
2�2�
 2�2
� �2/// 2�2�
 2�2
� �2///

2�222 ?2�22� 2�22� 2�222 ?2�22
 2�22�
?2�22
 ?2�22� ?2�22� ?2�22
 ?2�22� ?2�22�

%���� ��!H 9������ �+ �*� 1	K�����	�� 1	������ 6����J ���* ����)� �*��� �*� ���
����� ��	�*��
������� ��� 	���������� ��� �*� 	�'�� ������� �+��� �����	�� �� ���� +��) 	���'������ ;��� )���
0����	��� �	�* �������	�� 
��	�����

	� �����)	���� �
 ��� 	����������� �� �*� ��)� �	)�E ���* 	����������:� ���'���� ����� � �	K�����
�����* �+ �	)� �� +������� �� �*� 	�'�� �������� %*�� �*� �����	
� +������� 	� +��� ��� ���� 	� �
'*���� )����� ��� �����	�� ����� '���� 	))��	����& �*� �������� �	���� 	� ����	
��� %*���+���E
�� �)��� �*� �����	�� '������ 	� �*� +������� ���'E �� �*�� �� ��� '�������� � �����	�� ���
���	
��	��?�����)	��	�� '������ �*	�* ����� '���� 	� �*� ����� 	� �*	�* �*� +�����	�� �B���	���
��� �	
���

	�	�	�� 
���� �+ 0 L 0F2G L 0 F��
2G

< L 50 F��
�G

0F�G L 0F� � �G� "�F�� �G:� F��

G

Y1�F�G L 4F�G:�F�G0
� F�G F��
�G

Y"�F�G L 4F�G:�F�G0
� F�G F��
�G

�*��� ���� "�F� � �G 	��	����� �*� 
���� �+ �*� 
����� �+ ��	�*�� "� �� �*� �	)� �?� 	��� �*� ���

���'�� ������� %*� '������ F������ �& .B���	��� F��

GE F��
�G ��� F��
�GG 	� ��'����� +�� ���*
	���������� 	� ����� %*	� ������'���� �� �*� +������� +��) �*� 	����������� ��	�� ����	
�� ��
�	K����� �	)�� F'��*�'� ��'���	�� �� �*� '*&�	��� �	������ �*	�* �*� ���	
��	�� )��� ���
����E
'��*�'� ��'���	�� �� �*� �Æ�	���& �+ �����)	��	�� �+ �*� 	����������G� %*	� '������ ������� 	� �*�
��	�*�� �+ �*� ���� F+������G 	���������� �����	�� �*� ���� (�	��	'�� 5�)'�����E �*� ������ +������
	���������� ������ �*� ������ (�	��	'�� 5�)'����� ����� ./'��	)����� ������� +��) � �������
�	�* ! 	�'��� ��� � 	����������� ��� �	
�� 	� %���� ��!� �� ����� �� ��)�������� �*� �K��� �+
�*� �������E �� *�
� ����	�� ��� ��� �	)����	��� �� �*� ��)� �&'� �+ ���� �� '��
	����&� 5�����&
�*� ���� � '�	��	'�� ��)'������ *�
� ���� +���� �& �*� � 	������������ ���� �*�� �*� ����	��
�	K������ ������� �*	� )���� ��� '��
	��� )����� 	� �*� �)����	�� �+ �*� �����	�� '������ 	� �*�
���	
��	�� ����'�	�� '������� -*�� �*	� 	� ����E �*� ������	�� ������� 	� )��� �	)	��� �� �  �����?
�&'� ������� ���*�� �*�� �� ���?�&'� �������� %*�  �� 	���������� 	� �����	�� �� �/����� �*�
)�/	)�) �)���� �+ 	�+��)��	�� �*	�* 	� ��+� �+��� �*� '��
	��� F�?�G 	����������� *�
� �/�������
�*�	� 	�+��)��	���

8>�
"�(��	� �� ������?� �(���
���

 �����:� �����	�*) *��E �� � �����	�� ����

Y��� L 4��F�� �
��

���

�����G

	� � ������& +���+������ ���*	�������E �*��� �*� ���'��� �� & ��� �	
�� �&

�� L
�
�

�����

-� ��� �*�� �*�� �*� 	���������� ������� ��	�� �*� ����� �����)	��� �& .B���	��� ��
2 ? ��
� 	�
�B�	
����� ��  �����:� �����	�*)H



$� ���	��
 �� ���
#����
�� ���
�
��

The anti-hebbian 
synapse

z

1

x

w

y

,	���� ���H %*� �&��'�� +��) / 	� )��	��� ��	�� ���	?8���	�� �����	���

"�� �*� 0 
����� �� 	���/�� �	�* �*� �	)� �+ +������� +��) �*� 	������������ %*��E
��F2G 	� �*� 	�	�	�� 
���� �+ �� �� �	)� 2� 	��� ��F2G L �� ��	�	����&
��F�G 	� �*� 
���� �+ �� �+��� ����	
	�� �*� +������� ���	
��	�� +��) �*� ���� F��� *���� �������G
	����������� 	��� ��F�G L ��F2G� ;��:�� ���� �*�� �*� �	)� 
����� ��� ���& ���	��� 	��	��� ? �*�&
�� ��� 	)'�& �B��� 	����
��� ������� +������� ���	
��	����

 	)	����&E 	+ ��F
G 	� �*� 
���� �+ �� �+��� ����	
	�� +������� +��) �*� ���� 
 	�����������E �*��

��F
G L ��F�G� ;��:� L ��F2G�
��

���

;��:� F��
!G

�� �������E 	+ ��F�G 	� �*� 
���� �+ �� �+��� ����	
	�� +������� +��) �*� ���� 	 	�����������E

��F�G L ��F2G�
��

���

;��:� L �� �
��

���

;��:� F��
$G

%*���+���E

Y;�� L Y��� L 4��F�G:�

L 4F��F2G�
��

���

;��:�G:�

L 4:�F�� �
��

���

;��:�G

��� "(� ���	90���	�� �#��$�� �� .����# 4	�	&	���

(��)	��	 ���	
�� �*� ���	?*��� �&��'�� �� � ���+?�����	�	�� �����& �&���) ��	�� �*� +�����	��
����)���� ,	���� ��� �*��� � �	���� 	����	��� ������ �	�* ��� �	���� �&��'��� %*� ���'�� �+ �*�
������ 	� �	
�� �&

� L ��: N ��� L : N �� F��
�G

���	�� �*�� �*��� 	� ���& ��� ��	�*� �*	�* ��� �� )��	���� ���	?*���	�� �����	�� �*����� �*�
�������* �+ �*� �&��'�	� �������	�� '��'���	���� �� �*� ���	
��	�� �+ �*� 	�'�� / ��� �*� ���'��
& ��� �	�* � �����	
� �	���

Y� L �4�� F��
�G

-� ��� 
	�� �*� ���	?8���	�� �&��'�� �� ����)'�	�� �� ���� �K �*� ������ �� �*	�* 	� 	� �����*���
�+ �� ����� / ��� ; �� �����) 
��	����� F���* 	�������� �+ �	���	���	��� �*	�* )�& �� )�& ���
�� ������� �� ��� ����*��GE �*� �	) 	� �� �*���� �*� 
���� �+ � �� �*�� �� ����* �*� )	�	)�)



���� ��� ���
#����
�� ����	�� �� ���
�� �
�
�
��
 $!

�/'����� 
���� �+ �*� �B����� ���'�� & 	��� �� ��� �*���	�� � �� ����* )	�� �F��GE �*� )	�	)�)
�����& ���'��� ��� �� ��� �*���� � �� ��� �� �*	� )	�	)�) �& ��������	��

<�F��G

<�
L

<

<�
�FF�� N :G�G

L 
�FF�� N :G�G

L 
F��F��G N�F�:GG

%� ����* � )	�	)�) �� �*���� �*� ��	�*�� '��'���	���� �� �*� �����	
� �+ �*	� ���	
��	
� 	���
��
�� � �!�	��


!� E ��� �� � )	�	)�)E �*�� !�	��

!� L 2E �� *�
� �*� �'�	)�� �� �B��� ��

�� L ��F�:G

�F��G
F��
#G

%*	� ����)�� �+ ������ �*�� ���* � )	�	)�) �/	���� -� �*�� *�
� �*� )	�	)�) 
���� �+ �*�
���'�� �����& ��

)	��F��G L �F:�G N 
���F�:G N F��G��F��G

L �F:�G� �F�:G��F�:G

�F��G

L �F:�G N ���F�:G

���� �*��E �� �*� �'�	)�� 
����E ��E �� *�
� / ��� & ������������ �	���

�F��G L �F�F���N :GG L ���F��G N�F�:G L 2 F���2G

�	��� �� L ��		"

�		�
 �  � 	� ����)'�	�� �� )	�	)	�� �*� ���'�� �����& �� *�
� ������������ �*� /

��� & 
������



$$ ���	��
 �� ���
#����
�� ���
�
��



������� �

��������� �
������ �����	�

%*	� �*�'��� ����� �	�* � ������� ����� �+ )��*��� �*	�* 	�
��
� ����	�� �� ������	
� +����	�� +��
�*� ������� ��� �*�� �'�	)	�	�� �*� 
���� �+ �*�� +����	�� ��	�� ����	��� ����� �����	��� %*�
��))����� �&'� �+ ������	
� +����	�� ������� ���� )	�	)	���	�� �+ ����� �� �*� �*� ��	���	�� ���
�� ���* �������� ��� ��	� �� �� '��+��)	�� ����� �������� �� �� �*��� �*����& ��� �*	� 	� ��� �*�
���& '���	��� ��	���	�� +�� �����

.���� ������� )��*��� ��� ������& �����	���� �	�* ��'��
	��� �����	�� 	� �*	�* �� )��� '��
	��
�*� ������� �	�* � ��� �+ �/�)'�� ���� ��� �*� ������ �� �/'��� �� ��� �*�� �*� ������� 	�
'�������� �	�* �*�� �����  � �� '������ �*� 	�'�� �� �*� ������ ���E +��� �*� ���	
��	�� +������
�*����* �*� ��	�*�� ��������& 	� �*� ������� ��� �*�� ��)'��� �*� ������ ���'�� �� ��� �	�*
�*� ������ ���'�� �*	�* �� ���� �� ������ �	�* �*	� ��� �+ 	�'�� ����� -� ��� �*�� ������
�*� ��	�*�� 	� �*� ������� �� �*�� �*� ������ �� �	�* �� ��� F�*� ������ ������G 	� )��� �	���&
��/� �	)� �*� ������� 	� '�������� �	�* �*	� �� �	)	��� ����� %*� 	����������& �����	�� �� )�� 	�
5*�'��� � ��� ����� �� ��'��
	��� �����	��� �� �*	� �*�'��� �� �	�� ��� ����� ������� ��)��	)��
	� ���* � ��& �*�� 	� )�& �� ����	����� �� �/���	�� 	� ����'��
	��� �����	�� ���� �& ��	�� �*�
������� +�� ���������	��	�� �*	�* 	� ��)��	)�� �����	��� �� ���+?��'��
	�	���

��� "(� ����	��

%*� ����	�� 	� � �	)'�� ���?��&���� ������ ��������

"�� �*� � �� 	�'�� '������ �� 0
 E �	�* ������'���	�� ���'�� �
 ��� ������ �
 �  � �
 L�
� ���� 	� �*� ���'�� �+ � �	���� ���'�� ������ �������� %*�� �*� ��) �B����� ����� +��) ��	��

�*� ����	�� �� ��� ���	�	�� '������� 	� �	
�� �&

� L
�



�
 L
�




�



F�
 � �
 G� F!��G

�*��� �*� +����	�� 	� 	������� ��� �� 	��'	��� *	���	�*�� ���E 	+ ��� ����	�� 	� �� �� �� ��������
�� '���	���E �� �	�* �� )	�	)	�� �*� �B����� ������ %� )	�	)	�� �*� �����E �� ��� ��� �*�
����	��� �+ �*� ����� �	�* ���'��� �� �*� ��	�*�� ��� )�
� �*� ��	�*�� 	� �*� �''��	�� �	����	���
�+ �*� ����	��� 	� '��	�	
�E �*� ����� ����� �� 	�������� �& �*���	�� �*� ��	�*�� 	� � '��	�	
�
�	����	�� ��� �*���+��� �� �*���� �*� ��	�*�� 	� � �����	
� �	����	��� �+ �*� ����	��� 	� �����	
�E
	� ����� �� �������� �*� ����� �� )��� �*���� �*� ��	�*�� 	� � '��	�	
� �	����	��� %*	� 	� �*���

�	����))��	����& 	� ,	���� !��� ,��)���& Y
�� L �7 !��

!��
�

-� ��& �*�� �� ��� �����*	�� +�� �*� "���� 6���  B���� ����� ��� �� �*� ���� 	� ������ �*�
"6 �� 1���� ���� �� -	����?8�K ����� ���E +�� �� ����	�� �	�* � �	���� ���'��E �E

<�


<��
L

<�


<�

�
<�


<��
F!�
G

$�



$� ���	��
 �� ��!���
&� �����
�� �������

Error

Positive
gradient

Negative
gradient

Weight
Minimum
error

,	���� !��H � ��*�)��	� �	����) �*��	�� ����� �������� �� �*� �����	
� ����	��� ����	��E �� �	�*
�� 	������� �*� ��	�*�J 	� �*� '��	�	
� ����	��� ����	��E �� �	�* �� �������� �*� ��	�*�

��� ������� �+ �*� �	����	�& �+ �*� ����	�� ��	�� F	��� � L
�

� ����GE

<�


<��
L �
�

<�


<�

L �F�
 � �
 G ��� ��

Y
�� L 7F�
 � �
 G��
�

%*	� *�� '��
�� �� �� � )��� '����+�� ���� ��� 	� �� �*� ���� �+ ��)��� ��� ������� ��'��
	���
�����	�� )��*���� ��� 	� �*���� �� �)'*��	��� �*�� ���*	�� �� *�
� ��	���� *�� ���������� �*��
�*� )��*�� �	�� ����� �*� ��	�*�� �� ���
���� 	��� +�� ����	�� �� ������ �� ��� 	� +��� �� '��
��
�*�� �*	� )��*�� �	�� �	
� �*� ���� F	� � ����� )��� �B���� ����� �����G �''��/	)��	�� �� �*�
+����	�� ��	�� )��������

%*� �����	�� �� )�� 	� 5*�'��� � ����� �*����* �� �/�)'�� '�����) ��	�� �*� 1���� �����

��� "(� ����$��$����	�� �������

�� �/�)'�� �+ � )���	?��&���� '����'���� F6"(G 	� �*��� 	� ,	���� ���� ���	
	�& 	� �*� �������
	� '��'������ +������� 
	� ��	�*�� +��) �*� 	�'�� ��&�� �� �*� *	���� ��&�� �*��� ��)� +����	��
�+ �*� ��� ���	
��	�� 	� ����������� %*�� �*� ���	
	�& 	� '��'������ 
	� )��� ��	�*�� �� �*�
���'�� �������� ��� ��� ���� �+ ��	�*�� )��� �� �'����� ? �*��� ������� �*� *	���� ��� ���'��
��&��� ��� �*��� ������� �*� 	�'�� ��� *	���� ��&���� %*� ����� ��� �� �*� ���� ��� �+ ��	�*��
	� ���������� ��	�� �*� "���� 6���  B���� ���� �*	�* �� ���� 	� �*� ����	�� �������J *���
��E
��� �� ��B�	�� �� '��'����� ��������� �*�� '��� �+ �*� ����� ��� �� �*� ������ �*	�* �/	�� 	� �*�
������ ��� �+ ��	�*�� ��� ���	�� �*� ����� '��'���	������& �� �*� ��	�*�� �*	�* ����� 	�� <�� )�&
��� �*�� �� *�
� � '�����) ? ��� 	���
� ���
������ &���(�� ? 	� �*�� �� )��� ���	�� *��
)��* �K��� ���* ��	�*� 	� �*� ���� ��&�� �+ ��	�*�� *�� �� �*� ���� ���'�� �+ �*� �������� %*	�
���	��)��� 	� �*� ���� ������ �+ �*� ��	-&��& )��*���

-� )�& *�
� ��& ��)��� �+ *	���� ��&��� �*	�* �� �	�* �	��� �*� )��*�� 	� B�	�� �������J
*���
��E �*� �	)	�	�� +����� 	� ������& ���	�	�� �	)� �*	�* ��� �� �/����	
� +�� )��&?��&����
��������� �� ���	�	��E 	� *�� ���� �*��� �*�� �������� �	�* � �	���� *	���� ��&�� ��� ��Æ�	���
�� �''��/	)��� ��& ����	����� +����	�� F�� 	����� ��& +����	�� �	�* ���& � ��	�� ��)��� �+
�	�����	��	�	��G '��
	��� �� ��� ���?�	���� F�	K�����	����G ���	
��	�� +����	��� 	� �*� *	���� ��&���



���� ��� ����	
�	����
�� �����
� $#

Bias

w12

w10

w11

v12

v11

v10

Inputs Output

,	���� !�
H %*� ��� �*	�* �	�� �� ���� +�� �*� �����	�� �+ �*� @�9 '�����) ��	�� ����'��'����	��

&���� ��� 8�������������� 3�������


� ���	
��	�� �+ �*� ����'��'����	�� �����	�*) 	� �	
�� 	� �� �''���	/ 5� <�� �	�� ���& ��B�	��
�� ���� �*� �����	�*) ��� ���	
� 	��

%*� �*��� �����	�*) 	� ��� �	
�� 	� � P*��?��?��?	�: +��)H

�� ��	�	��	�� �*� ��	�*�� �� �)��� �����) ��)����


� 5*���� �� 	�'�� '������E 0E ��� �''�& 	� �� �*� 	�'�� ��&��

�� (��'����� �*� ���	
��	�� +������ �*����* �*� ��	�*�� �	�� �*� ���	
��	�� ����*�� �*� ���'��
�������

�� 5�������� �*� Æ� +�� �*� ���'�� ��&�� Æ
� L F�
� � �
� G�
�F�
�
� G ��	�� �*� ���	��� ������ 
�����

+�� �*� �������� 	�'�� '�������

!� 5�������� �*� Æ� +�� �*� *	���� ��&�� ��	�� Æ
� L
��

��� Æ


� �����

�F�
�
� G

$� A'���� ��� ��	�*�� ������	�� �� Y
��� L 7�Æ
� ��


�

�� 9�'��� ���'� 
 �� $ +�� ��� '��������

� ���� '�	�� 	� ����* ���	��H �*� ������ �'���� ���� �+��� �*� ������ *�
� ���� ����'��'������ 	�
������ %*	� )���� �*� ����'��'����	�� ���� � ����	���� +�� '������� 	)'��)�����	���

&���� ��� 9+/ ������


<�� �	�� ��� �*� ��� �*��� 	� ,	���� 5�� �� ���
� �*� @�9 '�����)� %*� '�������� 	�

��
�
�(
���
�� �

� ��	�	��	�� �*� -?��	�*�� ��� D?��	�*�� �� �)��� �����) ��)�����

� ��	�	��	�� �*� �����	�� ����E 
 �� � �)��� 
���� ���� 2�22��

� 5*���� �*� ���	
��	�� +����	�� ���� ���*FG�

��(�	� 5������ �� �	�� �� ��� �+ ���& � '������� +�� �*	� '�����)� ���� �*�� �*� '������ �*����
�����)	��� ��� ���& �*� 	�'��� ��� ���� �*� ������ '�������

#���
��1��� �� �*� *	���� ��	�� ����E �������� � ��� 
�

�
�� L ��� N ����� N �����

�
�� L ��� N ����� N �����

�� L ���/F�
��G

�� L ���/F�
��G



�2 ���	��
 �� ��!���
&� �����
�� �������

��� +���+������ �� �*� ���'�� ��	� �*	�* �� �	�� ����� �

�
�� L ;�� N ;���� N ;����

�� L ���/F�
��G

#�����	- ������ ��������� ����� �� ���'��

Æ� L F�� ��G � � �F��G L F�� ��GF�� ���G

��� +������� ����� �� *	���� �������

Æ� L Æ�;���
�F��G L Æ�;��F�� ���G

Æ� L Æ�;���
�F��G L Æ�;��F�� ���G

'����� 1�
����

Y;�� L 
�Æ����

Y;�� L 
�Æ����

Y;�� L 
�Æ���

Y��� L 
�Æ����

Y��� L 
�Æ����

Y��� L 
�Æ���

Y��� L 
�Æ����

Y��� L 
�Æ����

Y��� L 
�Æ���

@� ��	- �� ��(�	� 5������

&���� 8�������������� ��	 :%3

5���	��� � ���?��&�� F�+ ��	�*��G ������ ������� ���* �� 	� ,	���� ���� -� ��� ��	�� �� ��� ���*
� ������� +�� ���������	��	�� 	��� �� ���	� � ������� �� �����	��� ���* 	�'�� �	�* 	����+� -� ���
� ������� �	�* � 	�'���E � ���'��� ��� ) *	���� ������� �*��� )	�� ,�� ���������	��	��E ��
'������ �*� 	�'�� ���� �� �*� 	�'�� �������E '��'����� �*� ���� +������ �*����* ��	�*�� �� �*�
*	���� ������� ��� �*�� �*����* �*� ���'�� ������:� ��	�*�� �� �*� ���'�� �������� %*� ������
'������ 	� �*�� �B��� �� �*� 	�'�� '������� -� �	�� �*�� �*�� ���* � ������� '��+��)� (�	��	'��
5�)'������ ����&�	� �+ �*� ���� ���� ��� ����
�� �	 � ������ ����
�� 	��� �*��� ���* ������
)����& '��+��)� � ��	�*��� ��))��	�� �+ �*� 	�'���� ����*�� ��& �+ �����	�	�� �*	� �	����	�� 	�
�� ����� �*�� �*� ���	
��	�� +����	�� +FG 	� �*� 	����	�& +����	�� 	��� +F���G L ����

"�� �� ������ �& � �*� )���	/ �+ ��	�*�� +��) 	�'��� �� *	���� ������� ��� �& � �*� )���	/
�+ ��	�*�� +��) *	���� ������� �� ���'���� %*�� �� *�
�

/� L
�
�

�����

�� L
�
�

���/�

%*�� � L ��0

"�� �*� ������ '������ �� � �*�� �*� 	�'�� '������ 	� 0� %*�� �*� ����� 	� �	
�� �&

�#�$ L �FF� ���0G�G F!��G



���� ��
�� 	

��
	�� ���	������ ��

 � 	� �*� �'��	�� ���� �+ ���������	��	��E �� �	�* �� )	�	)	�� �*� )��� �����������	�� �����

�#�$ L �FF0���0G�G F!��G

-� )�& ��	�� - L �� �	��� �� *�
� ���& �	���� '�������� ��� �� � L ��0 L -0� ��� ���
����	�	�� �+ �*� '�	��	'�� ��)'����� '������	�� 	� �*�� 	� 	� �B��� �� �*�� )���	/ ( �*	�* )	�	)	���
�*� )��� �B���� '������	�� ����� 	��� �*	�* )	�	)	���

�FF0� �0G�G F!�!G

�*	�* 	� �/����& ��� �	) �	�* �*� ����'��' ���� ���
�� %*	� �������� �*�� �*� �	���� ����'��'
������� ���
����� ���& �*�� ��L( ��� �*	� ��� 	� +��� �� '��
��� ��� � 	� )M� ��� � 	�
�M) �� �*�� �� 	� �M�E � �B���� )���	/ �*	�* +��) �*� ���
� )��� *�
� ) ����)�� �B��� �� F�
�����	�� �+G �*� ���� ) �	���
������ �+ �*� ��
��	���� )���	/ �+ �*� 	�'�� ����� ��� ���	�� �*��
�*	� 	� ��� � ��	B���& �����)	��� )	�	)�)H �*� ������ )	�	)�) 	� +���� +�� ��& �����	�� �+ �*�
����'����

 � �*� )	�	)�) 
���� �+ �*� +����	�� �#�$ �	�� �� +���� �*�� �� ������ � '������	�� �+ �*�
���� �� �*� (�	��	'��  ���'��� �+ �	)���	�� )E �*��� ) 	� �*� ��)��� �+ *	���� �������� ���	��
	� +������ �*�� �*� ���� �+ 	�+��)��	�� 	� �B��� �� �*� '������	�� �+ �*� ���� �� �*� ����'��� ��
*�
� �	������� 	��� �� �*� ��*�� �?) �	����	����  � �*� 	�+��)��	�� ���� 	�

��
�����

0� F!�$G

�*��� 0� 	� �*� �
�� �	���
����� �+ �*� ����:� ��
��	���� )���	/�

��� :�	�� %�	��	$�� -�&$������

�� ���� �� *�
	�� ������ �������� �*	�* ��� ��� (�	��	'�� 5�)'������E �� ��� ��� (5� ��
+��	�	���� � ������ �������:� �����	���

&���� :������������

%*� ����'��'����	�� ������� ��� �� ���� �� ���
����� ��� �+ �*� ������� +�� �*	� 	� �*�� �*�
��	�*� �*���	�� '������ �+��� ����	��� �+ ���I	��	�� ��)���� ��� �� �*� 	�������	�� ������ �+
�*� ������� ��	�*�� �� �*� ����� �	����� %*	� 	�������	�� 	� ��� ���	�
�� �& )�)����) ���)� ��
���'�	
� �����	�� ������

��� '���	�	�	�& 	� �� ��� (�	��	'�� 5�)'������ ����&�	� �� � '��'������	�� ���� +�� ����'��'�?
���	�� ��������� ���� �� �	�� '������ �*� 	�'�� ���� ���� 	�� (�	��	'�� 5�)'������ ��+��� +���	��
	� �� �*� ����'��'����	�� �������� %*�� �� ����� *�
� ���� /S�T L �*� '������	�� �+ �*� 	�'��
���� ���� �*� ���� (5
/S
T L �*� '������	�� �+ �*� 	�'�� ���� ���� �*� ������ (5 ���
%*	� 	� �K���	
� �	��� �*� (�	��	'�� 5�)'������ ��� ������������ �	�* ���* ��*�� ��� �� �*� '��?
����	��� �+ �*� ���� �� �*� (5 �	����	��� ��� ���*������ �� ��� ����*�� ��� �� �*� �����	�� +��
���* ��	�*� 	����+���� ���� �	�* �*�� �+ ��*�� ��	�*��� �� ��� 	� +��� �� �*��� �*�� �*� 8���	�� �

�+ �*� ����� �	�* ���'��� �� �*� ��	�*�� 	� )��� �����& �	������ �*�� �� ��� '�	��	'�� ��)'�����
'��'������	�� ��� �� �� ��� ��� �	K����� �����	�� ����� �''��'�	��� �� �*� �	;� �+ �*� ����� 	� ���*
(5 �	����	��H 	+ � (5 �	����	�� *�� � ����� ����� �� ��� � ����� �����	�� ���� 	� �*	� �	����	���

%*	� �&'� �+ '��'������	�� 	� �+ )��� ��� �*�� �� *�
� *	�* 
���)�E *	�* �	)���	���� ����
�*�� �*� (5� 	� ���� �� ��� �*� �	)���	����	�& �+ �*� ���� 	� ���* � ��& �� �� )	�	)	�� 	�+��)�?
�	�� �����  '���* �	���� '������	�� ��� 	)��� '�������	�� ��	�� ����'��'����	�� �������� *�
�
���* �������� +��) (5� '��'������	��J 	� �*� +��)�� ����E �*� '�������� �	����� *�
� �*�� ����
�������	��� �� '���	����� 
�����J 	� �*� ������E +��� ������	�	�� *�� ���� � �&'	��� '�����)�

�� ���* ����� �*��� *�� ���� � ��������	�� �'��� �' 	� �*� ���� �+ �����	���
���	 ������ �� �	���� �	��
���
	� �� ��	 	���� ���� �	��	�� �� ��	 �	�����



�
 ���	��
 �� ��!���
&� �����
�� �������

A

B

C

D

E

,	���� !��H � ��� �+ ���� '�	��� )�& �� �''��/	)���� �& �	�*�� �*� ����	�*� �	�� �� �*� ���
��
.	�*�� ����� ���) �� �� �*� ����J *���
��E �*� �	�� )�& �	
� � ������ �������	���	�� '��+��)����
F�� �*� ���� ���G �*�� �*� ���
� �*	�* 	� �������& '�����	�� � ����� ����� �� �*� ���	�	�� ����

&���� :�������� %�
������� :������

-*�� ���	�	�� ��� ����	�� � ������ �������E �� ������& *�
� ��'����� ���	�	�� ��� ����	�� ����
����� -*	�� �� �	�* �� ��� �� ���� � '��+��)���� �� '���	��� �� �*� ���	�	�� ���E �� ��� �
��
)��� 	��������� 	� �*� �������:� '��+��)���� �� �*� ���� ���J �� ������& ���� *�� �� �	�* �*�
������� �� '��+��) �� �*� ���	�	�� ���E �*�� �� ��� 	��������� 	� *�� ���� 	� �	�� '��+��) �� ���
���� 	��� ���� �*	�* 	� *�� ��� ���� ���	�� ���	�	���  � �� ��� ����	�� +�� � )������ �+ *�� ����
�*� ������� �������	���� %*��� 	� � �����?�K ������� �������& �� �*� ���	�	�� ��� ��� �������&
�� �*� ���� ����

��� � '��+��� )�)��& �+ �*� '������� �*	�* ��� )�� ���	�� ���	�	�� 	� ������	���& � ����?�'
����� ��� ����?�' ������ ��� �	�����	����� 	� �*�� �*� 	��) ������?�' �	�*�� 	� +���� �� ������'���
�� � '���	����� ������ �� ���� ���� �������	���	�� 	� 	)'������ ��� ���& ������� �� �	�* � �������
�� '��+��) �� ��� ���� �*	�* 	� *�� ��� ���� ���	�� �����	�� ��� ���� ������� �� ��� �	���� ��
*�
� ���� �*	�* 	� ��	�&E �	������� �� 	���)'����� 5���	��� �*� ��� �+ ! ���	�	�� '�	��� 	� ,	����
!��� -� *�
� �*��� ��� '���	��� )����� +�� �*��� ���� '�	��� ? � �	���� )���� F'��*�'� �*� �	��
)	�	)	�	�� �*� �B����� �����G ��� � '��&��)	�� �� �*	�* )����� �*� �
� �	
�� '�	��� �/����&�

%*� '�����) �	�* �*� )��� �/��� ��'��������	�� �	
�� �& �*� ���
� 	� �*�� 	� )�& �� )	�����	��
	� '��	�	��� ��*�� �*�� �*��� �	�����& �� �*� ���
�� �+ � ������ ������� *�� � ����� ��)��� �+
��	�*�� F���* ��	�*� ��'������� � ������ �+ +�����)GE �� )�& �� 	� ������ �+ �
�����	�� �*�
������� �� �*� ���	�	�� ���� �*	�* �	�� ���� �� '��� '��+��)���� �� �*� ���� ����� %� �
�	� �*	�
������ �� )�& ��)�
� �������	���O��	�*�� ��� *�� �� �� ���	�� �*	�* ��	�*�� ��� �*� 	)'������
���� ��� �*	�* ��� �*� ���� �*	�* 	� 	� '���	��� �� ��)�
� �	�*��� ��)��	�� �*� '���� �+ �*�
�������W

,	��� ����)'�� �� '���	�� � ������� ���� �*� ��	���	�� �+ ��)�
	�� ��	�*�� �*	�* *�� �)���
�������� 
����� %*	� *���
�� )�& ��)�
� 	)'������ ��	�*�� �	��� ���* ��	�*�� ��� *�
� � ����	��
���'���	�	�	�& 	� ��������& �''��/	)��	�� �*� ���� ���� �� ���	�	�� ��)� ��	�*�� )�& *�
� � �����
)���	���� ��� �� ����������& 	� �*�� ��*�� ��	�*�� ���� *�
� ������� �*� ��)� 	�+��)��	���

"�
	�E "��� ��� 6���& *�
� ��
���'�� � )��*�� ����� �� (�	��	'�� 5�)'������ (���	��H

�� %��	� �*� ������� ��	�� �*� ����'��'����	�� �����	�*)


� 5�������� �*� ��������	�� )���	/ �+ �*� 	�'�� ���	�	�� �����

�� 9��� �*� (�	��	'�� 5�)'������ �����	�� �	�* �*��� �+ ������� �	���
������

�� 9�)�
� �*� ������ �	���?������ %*	� 	� �B�	
����� �� '������	�� �*� ���� ���� �*� (�	��	'��
�	���
�������



���� ��
�� 	

��
	�� ���	������ ��

class
A

class
     B

,	���� !��H %*� 1����� 5��
�/ 9��	����

!� 5*��� �*� �K��� �+ �*� ��)�
�� �� �*� ���� ����� �+ �*� 
��	���	�� ����� 	� ��� 	��������
����'� �*� ��)�
��� ��*���	�� ����

$� (������ �*� ��	�*�� ��� �+ �*� ��&�� ���� �*� (�	��	'��  ���'��� 
��	����� ���
�� 5 �
5!%!

�
% �*��� !% 	� �*� )���	/ �*��� ����)�� ��� �*� ������� � �	���
������ �+ �*� ��������	��

)���	/�

�� 9�'��� �*	� '������ �*����* ��� ��&��� �	�� ��� �	�������� *�
� ���� '������

���	�� �*�� �*�� �� '���� �� Q�	���?����R �� ��� ��� �������& ��)�
	�� � ���� +��) �*� �������E
�� ��� )����& ��)�
	�� �*�� '��� �+ �*� ����:� ���	
��	�� �*	�* 	� ��� � '������	�� ���� �*�
����F�������G � (�	��	'�� 5�)'�������

-� ��� �	����� �*� �����	�*) 	� �*� �	�*� �+ ��� '��
	��� ����&�	� �+ �	���� ����'��'����	��H
�� ��� �*�� �� ��� ���	����& )��	�� ���� �*�� �*� ������� 	� ��'���	�� �*��� �	����	��� 	� �*�
	�'�� ���� �*	�* �����	� )��� 	�+��)��	�� ��� �� ��� �	)'�& ��	�	�� �K �*��� �	���?����� �*	�*
*�
� ���'���	�	�	�& +�� ��� 	�+��)��	�� �	����	����

%*	� '��
	��� � +��� ���	�& 	)'��)������� �����	�*)�

��� .���(� '��"�0 '(���
6	��
��

��� �+ �*� �������� �����	����	�� ����� +�� ��'��
	��� �����	�� �������� 	� �*�� �+ �����	+&	��
'�	��� +��) ��� ������� �*	�* 	������� 	� �*� ��& �*��� 	� ,	���� !��� %*� ���� 	� �� ���	� �
����'��'����	�� ������� �� �	K�����	��� �*� ��� ������� �	
�� �/�)'��� +��) �*� �������� %*�
���� 	� � �	Æ���� ��� �	��� �*� ��� ������� ��� ���?�	�����& ��'�������

0	����)	 ���� 	�	�	���& � ������� �	�* 
 	�'��� F�*� / ��� & �����	�����GE 8 *	���� �������
��� � ���'�� ������ �*��� �*� ���'�� *�� 
���� 2 	+ �*� ������� �����	��� �*� 	�'�� �� ������	��
�� ����� � ��� � 	+ �*� ������� �����	��� �*� '�	�� �� ������	�� �� ����� �J *���
�� � ������� �	�*
��� ���'��� ��� +���� �� '��+��) ������� %*� 
���� �+ 8 	� �*� ����	�� +�����H 	+ 8 	� ��� �����
�*� ������� �	�� ����� �� )���� �*� 	��	
	���� '�	���J 	+ 8 	� ��� �)��� �*� ������� �	�� ��� *�
�
�����* '���� �� )���� �*� �	���	���	��� �� 	� '���	��� �� ��� ��	�� ��� ����� �� �*�� �*�� � 
����
�+ ����� �! 	� �'�	)�� +�� �*	� '�����)�

%*�� �*��� ��� ��� 	�'��� �� �*� ������� ��)'�	�	�� �*� / ��� & �����	���� �+ �*� 	�'�� ���
��� ���'��� ���* �+ �*	�* ��'������� ��� �+ �*� �������� 0	����)	 �*���� �*�� �����	�� �	�* �

M#2M
 �������E �*��� ��� 
	������& �� 	������� 	� ���� ����� �	�� �*� ������� *�� ���� '����� ��
����� !2 �	�������� �� �*	�* '�	�� �*� ����� ����� �� 	������� ��������	���&�



�� ���	��
 �� ��!���
&� �����
�� �������

��� -����9.����$# �� �(� ������	
� +����	��

-� *�
� '��
	����& ���� ���& )	�	)	���	�� �+ ����� �� �*� ��	���	�� �� �����)	�� ���
������� �+ �*�
����'��'����	�� �����	�*)� 8���
�� �*� �����	�*) 	� B�	�� �������H &�� ��� ��� 	� �� )�/	)	�� ��
)	�	)	�� ��& ������	
� +����	�� �*	�* 	� �	K�����	���� �	�* ���'��� �� �*� '���)����� F��	�*��G
�+ �*� +����	���

5���	��� ���� �*� ���� 	� �*	�* �� �	�* �� ��� �� ��� �� �	��	���	�* ������� �*� )�)����
�+ ��� �������E Z� ��� Z�� �� ����� �� '���	��� �� *�
� ��� ���'���E ��� +�� ���* ������ ��� ��
�*� ������� �+ '���	)��& ����� �� �	�� �'� +�� � ������� �	�* ���& � �	���� ���'��J �� ����� �	��
�*� ���'�� �+ �*�� ������ �� ��'������ �*� '�����	�� '�����	�	�& +�� ��� �����E ���� Z� �� �*��

� FZ��0G L �

� FZ��0G L �� �

�*��� 0 	� �*� 	�'�� ����� �+ �� *�
� � ������ ���	�� ��*�)� �*	�* ������ �*�� �L� 	+ �*� 	�'��
��)�� +��) ����� Z� ��� �L2 	+ �*� 	�'�� ��)�� +��) ����� Z�E �*��� ��� �� ��)�	��� 	��� �*�
�	���� �/'����	��H

�F��0G L ��F�� �G��� F!��G

��)�)���	�� �*�� =� L ��
=�
5���	��� ���� 	+ �� *�
� � ���� ��� ��)'�	�	�� ���& ��� '�	���E F���0�G� F���0�G� %*�� �� �	�*

�� )�/	)	�� �*� '�����	�	�& �+ �*	� �	���	���	�� 	��� �� )�/	)	��

�F���0� ��� ���0�G L ���� F�� ��G
���� � ���� F�� ��G

���� F!��G

�	��� �*��� �
���� ��� 	���'�������
�� �������E 	+ �� *�
� ( �	K����� '�������E ������	'��� �& �*� ������ � �� �*�� �� 	� �*� ������

���'�� �*�� �*� ������ ���'�� 	� �� �*�� �*� '�����	�	�& �+ ����	�	�� �*� ��)'���� ��� �+ ���	�	��
���� ��� ������'���	�� ������� F����)	�� �*� ���	�	�� �/�)'��� ��� ����� 	���'�������& +��)
�*� �*� �	���	���	�� �+ �/�)'���G 	�

� F���	�	�� ���G L

�
���

���� F�� ��G
���� F!�#G

��� �	) 	� �� )�/	)	�� �*	� '�����	�	�&� -� ������& ��� 	� )��� ���
��	��� �� ���� �	�* �*�
�����	�*) �+ �*	� 
���� �*	�* �	�� �� �����	
� �	��� ��� �*� 	��	
	���� 
����� ��� � ��  � �� �	��
����)'� �� )	�	)	�� �*� �����	
� �+ �*� �����	�*) �+ �*� ���
� '�����	�	�& 	��� �� )	�	)	��

� L � ��


�
���

���� F�� ��G
����

L �

�
���

��� F��G�� N �� F�� ��G
	����



L �

�
���

��� �� �� N F�� ��G �� F�� ��G


�& ��	�� ����	��� �������� %*� ���) . 	� ����� �� �*� ��
		 ����
�� ��� 	� �*� ��� �� �	�* ��
)	�	)	���

��� 	+ �� �	K�����	��� �*	� ����� +����	�� �	�* ���'��� �� �� F�� ��B�	��� �& �*� ����'��'����	��
�����	�*)G �� ���

<�

<��
L �F ��

��
� �� ��

�� ��
G

L � �� � ���� � �� N ����
��F�� ��G

L
�� � ��

��F�� ��G



���� ��� 
#��� ����� �!

��� �� �*� �������� )	�	)�) �+ . ������ �*�� �� L ���
� �	��� �*	� 	� �*� '�	�� �� �*	�* !�
!��

L 2�
%*� ������ *��	/ �����	����	�� '�����) �+ �*� ���� ����	�� ����� �� ��� �*	�* ����� ��� �*	�
������	
� +����	�� ���	�&�

� �	�� '��'���& �+ �*	� ����� +����	�� 	� �*�� 	+ �� ��� ��	�� �*� ���	��	� +����	�� � L �F�G L
�

��
�� 	��
 �� ��� �*� ���	
��	
� �+ �*� ����� �	�* ���'��� �� �*� ���	
��	��E � 	�

Æ� L
<�

<��
L

<�

<��

<��
<��

L
�� � ��

��F�� ��G
���F�� ��G L �� � �� F!��2G

�*��� �� *�
� ���� �*� �'��	�� '��'���	�� �+ �*� ���	��	� +����	�� �*�� ��F�G L �F�GF���F�GG� %*	�

��& �	)'�� +��) �+ �*� Æ� �*	�* 	� �*� ���) �*	�* 	� ����'��'������ 	� �*� �����	�*) )���� �*	�
)������ '���	������& �''���	���

�� �*� )	�	)�)E F�*��� �� L ��GE �*� �����?�����'& 	� �B��� ��

� L �
�
�

��� �� �� N F�� ��G �� F�� ��G
 F!���G

�� 	� '���	��� �� �/���� �*	� )������ �+ �����	����	�� �� ���* ��
���� ������� ��� �� ����	�����
�	���	���	���� ,�� �/�)'��E 	+ �� *�
� � ����	����� �	���	���	�� 	� �*	�* 'F0G 	� �*� '�����	�	�&
�	���	���	�� �+ �*� ������ ��� BF0G 	� �*� '�����	�	�& �	���	���	�� �+ �*� ���'�� �	
�� �*� 	�'�� 0E
�*� ������� )������ �+ �����?�����'& 	� �	
�� �&

� L �
�

�F0G �� .F0G

L �
�

�F0G �� .F0G N

�
�F0G �� �F0G�

�
�F0G �� �F0G

L �
�

�F0G ��
.F0G

�F0G
�
�

�F0G �� �F0G

L -F���.G N�F�G

,��) �*	� �� ��� ��� �*�� )	�	)	�	�� �*� �����?�����'& ������� ������ ��� ������ ���'��� 	�
�B�	
����� �� )	�	)	�	�� �*� 7�������?"�	���� �	������ ������� �*� �	���	���	��� F�	
�� �*�� �*�
�����'& �+ �*� ������ �	���	���	��E �*� ���� ���) 	� �*� ���
� ��B�����E 	� ���*����� �& �*� �����	��
'��������G� �� ��*�� �����E �� ��� )��	�� �*� ���'�� '�����	�	�	�� �� ����� �� '���	��� �� �*�
'�����	�	�& �	���	���	�� �+ �*� ������ 
������

,	����& �� ���� �*�� �*	� ����� +����	�� ��B�	��� �� ���'�� ������� 2 ��� � ��� �� � �	�)�	�
F���	��	�G +����	�� �� �*� ���'�� ��&�� 	� ������ �� ���� �� � �	�)�	� �� �*� *	���� ��&���

��� "(� 
94�/ 4����

������ ��� 8	���� *�
� �� 	�������	�� )���� ��	�� ����� ������� �����	��� %*�& ���	� �	�* �*�
B����	�� Q-*�� 	� �*� ���� ��& �� )���� �*� 	�'�� �	���	���	�� �� ������ 	�������	�� +������� 	�
�*� ����R ��� ��)� �' �	�* �*� �����
��	�� �*�� �*�& �	�* �� �������	� �*� �����	�� '�����)
�& �����	��	�� �*� +������� �+ 	������� �� �*��� �*	�* ��� �	���� �� �� ���+�� +�� ����� '����'����
'������	��� �� � ������� ���?�'��	�� ��
	���)���E �*��� ��� �������	�	�� FQ��*������RG 	� �*�� ��&
'��� �+ �*� ��
	���)��� 	� 
��& �	���& �� �� '���	������ +��) ��*�� ����� '���� �+ �*� ��
	���)���
���� ��& ������ *�� � ��	�� ��)'��� ���+��� ���� ��� �� �*��� �/	��� � ��� �+ '�	��� ��� '*&�	����&
����� �� ��� ����*�� �*	�* �*��� 
	�����& �	)	��� +��������  	)	����& �*��� �/	��� ��)'���� ��*������
	� ��� ��
	���)��� ? ���& 	�  ��� %��� ��� ������� 
��	�* +��) ��� �����	�� ��� ���''��� 	�
����*��� ���� �*��� 	� � ��*������ ������ ������& )����	�	�� ? �� ��������& ��� ��� �)��� ���
+��� �� ������ �� � �	���� 	������ 	� �	)�� %*	� �������� �*�� �� �*���� ��� ��*������ �� �/�����
	�+��)��	�� +��) �*� 	�'�� ����J ��� ������	
� �*�� )	�*� �� �''��'�	��� +�� � ������� �����
�� �*� �/�����	�� �+ ���������& F�*	�* �	
�� �	�� �� ��*������G 	� ��� ������& ���� �	��� �� ��
���E +�� �/�)'��E *�
� �� ��� �	�*�E �)��� ��� ����* �+ �� ������ 	� ����� �� 	����	+& �*� �������



�$ ���	��
 �� ��!���
&� �����
�� �������

Image patch 1 Image patch 2

Maximise I

a bneurons

,	���� !�!H %�� ������� ����	
� 	�'��� +��) �������� '���� �+ �*� 	)���� "����	�� ����)'�� ��
)�/	)	�� �*� )����� 	�+��)��	�� ������� �*� �������: ���'����

%*	� 	� �*��� �	����))��	����& 	� ,	���� !�! 	� �*	�* �*� ��� ���'�� ������� ��� ����)'�	�� ��
������ �*� ���������& 	� �*�	� ���'��� ����� �� �*�	� �����	�� �� �*� 	�'�� ���� �*	�* ��)��
+��) �*� ��)� �������

-� ����� '��+��) ����� ������� �� �*� �B����� ����� �+ �*� �	K������ ������� �*� ���'���
��� ��� �	Æ����& �	�* �*	� 	� �*�� �*� ������� ����� �	)'�& ����� �� ���'�� � �������� 
���� ��
���* ������� � ��� ��  � �� ���� �� +���� �*� ������� �� �/����� �� )��* 	�+��)��	�� �� '���	���
��� ��	�� ������ �*�� �*�& ��� �����	��� %*	� �������� �*�� �*� �'�	)	���	�� ��	���	�� �*���� �� ��
)�/	)	�� �*� )����� 	�+��)��	�� ������� �*� ��� �������

(��� L �F�G N�F�G��F�� �G

L �F�G��F���G
F�� L �F�G��F���GG

-�	���� �*	� ��& �� ��� ��� �*�� �& )�/	)	�	�� �*� )����� 	�+��)��	�� ������� �*� �������E ��
��� )�/	)	�	�� �*� �����'& F�*� �/'����� 	�+��)��	�� ���'��G �+ ���* ������ �*	�� )	�	)	�	��
�*� ����	�	���� �����'& F�*� �������	��& ��+� ����� ���* ������:� ���'��G �	
�� �*� ��*��:� 
�����
 � �� �	�* ���* ������ �� �� �� 	�+��)��	
� �� '���	��� �*	�� ���� ����	�� �� �� �	���� �� '���	���
����� �*� ��*�� ������:� ���'����

��� 	+ �� *�
� ��� �	���& F�O2G '�����	�	��	� ��	��E �� ��� ���	)��� �*� )����� 	�+��)��	�� �&
��)'�	�� �*�	� ���	
	�& �
�� � ����� ��� �+ 	�'�� ������ %*	� �	
�� �� �� ���	)��� �+ �*�	� 	��	
	����
��� ��	�� '�����	�	�	�� ��� �� �*� )����� 	�+��)��	�� ��� �� ����������� �+ �*� �/'����� ���'�� �+
�*� +�� ���'�� ������ �� �*� ��� ���	�	�� �/�)'�� 	� �&� 	��� �� L �F��G �*�� �*� 	�'�� '������
	� 7E ������ ��� 8	���� �*�� �*�� �*� '���	�� ���	
��	
� �+ �*� )����� 	�+��)��	�� �	�* ���'���
�� �*� �/'����� ���'�� �� ���	�	�� ���� 7 	�

<(�����
<�&�

L ��&F���
��
��
� �&� ���

���
���

� �� ���
���
���

G F!��
G

��� � �	�� ��� �/'��� &�� �� )�)��	�� �*	� +��)���U ���	�� �*�� *��� �& 	� �*� '�����	�	�& �+
���	�	�� ���� 7 ��� �� L �F�� ��G ����

%*� '�	�� �*	�* �� �	�* �� *	�*�	�*� 	� �*�� �� *�
� � )��*�� �+ �*���	�� �*� ��	�*�� F����
�& ����� )��� �B���� �����	��G �� )�/	)	�� �*� )����� 	�+��)��	���

Y� L� <(

<�
L

<(

<�
�
<�

<�
F!���G

�� 	� '���	��� �� �/���� �*� �6�/ �����	�*) �� ���* ����	����� 
��	����� ��� �� )���	?
�����
�'��	���& ��*����� +�������J �*� ������ 	� 	�������	�� 	� �*�� 	� ���� � ������� )��*�� �+ �����	��
�*�� �
��& ���'�� 	� � 
��	� '�����	�	�& ������� 2 ��� �� �+ �� *�
� � �	������ �����) 
��	����
�� ���� ���� ��
E �� ��� ����� �*� '�����	�	�& �+ �*� ��� �
��� ��

� F� L ��G L
�/' F��G��
��� �/' F��G

F!���G

�*	�* 	� ���������� �� �	
� � 
���� ������� 2 ��� � ��� �� ������ �*�� �*� '�����	�	�	�� ��) �� ��



���� ��� 
#��� ����� ��

,	���� !�$H %*�  ����*	' .����'�	���

&�&�� 3� 
��
���

������ *�� ���� �*	� �&'� �+ ������� �� �	)'�	��� �����)?��� ���������)�� � �����) ��� �����?
����) 	� �*��� 	� ,	���� !�$� -� ��� +���� �� �*� .����'�	�� �& �����	�� ��� �&�� �� +���� ��&���
�*� '���� �+ �*� '	����� ��� ��� �*� ��*������ 	� �*� 	)��� +��) �*� ���?��*����� �����) ���
���������)J �*� 	�'�� �� ���* �&� 	� )�/	)���& 	�+��)��	
� ����� �*� 	�'�� �� �*� ��*�� �*�� ��
+���� �� �*� �����*	'� 8���
�� �*� �����)���� ���� ��� �� 	� ��� +��)��F,	���� !��G�

������ *�� '��+��)�� � ��)��� �+ �/'��	)���� ���* �� *�
	�� �������� ����� '���	����� +��?
B����� +��) � ��)��� �+ �	K����� ���� �+ +��B����	�� �� ���	�� �*� ��*������ 	� � �����) ���
���������) 	)���� ��� �+ �*� �	)'���� *���
�� ��� ��	�� � ��� �+ �	)'��E �	���& �����)?�	���&
���������)� ���* �� �*��� 	� ,	���� !����

.��* 	�'�� 
����� ����	��� �+ � ��� �	)���	���� �����) �	���& ���	' �*	�* ������'���� �� �*�
�	�*� 	)��� ��� � �*	+��� 
���	�� �+ �*	� �*	�* ������'���� �� �*� ��+� 	)���� %*� �	�*� 	)���
	� ���* ���� 	� ������& �����) ��� �*� ��+� 	)��� 	� ��������� �& �*���	�� � �����)�& �*����
������ �*	+�� %*� ���& ����� '��'���& 	� �*� 	�
��	��� ������� 	)���� �*	+� ������'���	�� �� �*�
��'�* 	� � �����) ��� ���������)� ��� �*� ������� ��� ����)'�	�� �� )�/	)	�� �*�	� )�����
	�+��)��	�� ��� �� �*� ���& ��& �*�� �*�& ��� �� �*	� 	� �& ��'������	�� �*� �*	+� 	�+��)��	���
%*� )���	?��&���� 
���	�� 	� �*��� 	� ,	���� !���� %�� �	K����� ������ �*	+�� ���� ���� ? ���
'	/�� +������ �� ��� ���������

������ +���� �*�� 	+ �*� ���� � �)��� ���	�	�� ���E �*� ������� ������� +������� ����� �*�
���	�	�� ��� �� ���� �� �*� ������ �*	+��  	��� �*� +������� �+ �*� ���	�	�� ��� ���� �����)�&
��������� �*	� 	� 	�����
��� 	�+��)��	��� �� �*� 	�������� �*� �	;� �+ �*� ���	�	�� ���E �*� �������
������� ���& �*� ������ �*	+�� %*� '�����	�	�& �*�� ���& �*� �*	+� �	�� �� ������� ��� �� 	��������
�& 	������	�� �*� ��)��� �+ ����'�	
� ����� �*	�� �*� ����� ��
�� ������� ��� ���'��� �� )���
����� +��������



�� ���	��
 �� ��!���
&� �����
�� �������

,	���� !��H ./�����	�� �+ ��*����� 	�+��)��	��

8���
�� �	��� �*	+� 	� � *	�*�� ����� +������ �+ �*� ���� ? 	� ������ �� ������� +��) ��& �	����
'�	� �+ 	�'��� ? �� ��B�	�� � )���	?��&���� '����'���� �� ���������& ������ �*� �*	+� �'������� ��
�*	� ���� �*� ���� ������� ��� ��*	�
�� �& )�/	)	�	�� �*� )����� 	�+��)��	�� �� �*� ��' ��&�� ���&
��� �*�� ����'��'����	�� �*� ����� �� �*� ���� ��&���� %*� ���'�� ������� ��� 	� � '��	�	�� ��
���'��� �� ������ +��������

�+ �� �	)'�& �/���� �*� ���*	������� 	� ,	���� !���E �� )���	'�� ����'�	
� ����� �	�* ��� ��	�
����	
	�� 	�'�� +��) ���* ����'�	
� ����E ���* ������ ��� ��	�� �� )�/	)	�� �*� ��) �+ 	�� '�	��	��
)����� 	�+��)��	�� +��) ���* �+ �*� ��*�� �������� ��������	���&E ���� ��� '�	� �+ ������� Q����*��
��R �� �*� �*	+� +������E �*�	� )����� 	�+��)��	�� ����)�� 
��& ����� ��� ���
������� �����������
�*	�* '��
	��� � �������� �*	+�?����� �	���� +�� �*� ��*�� ������� ��� *��'� �*�	� ���
��������

��! -����/���� 
�)��&��	��

7�& ��� (*	��	'�� *�
� ��
���'�� � ������ ������� �*	�* ����)'�� �� ��� �����/���� 	�+��)��	��
�� *��' �/����� 	�+��)��	�� +��) 	�'�� ����� �� 	� ����� �*�� �� ��� ���* 	�+��)��	�� ���� ��
�	
� ������
�� ����� ����� �*� �/��� )���	�� �+ �*� 	�'�� �����  	��� �*�	� 	������� 	� 	� )��?
���	�� �	����	��� '��������E �*�& ��� ���& ����� '������	�� ��� 	�
���	���� ��&� �+ *��'	�� �������
�	��	���	�* ����
��� +��) 	�����
��� 	�+��)��	�� �� ����& ������ �+ '������	���

%*�& �	�* ������� �� ��� �����/���� 	�+��)��	�� 	� � ��& �*�� 	� ��� ���+���� �	�* �*� 	�'��
���� ��� �� *�
� ��� ���	���& �	K����� ���� �+ 	�'��� �� ���* ������H �*� ���)�� +���+������ ����
�������	��� ��� ������� �����/� �������	����

%*�& ��
	���� � ������� �	�* ) ����'�	
� ���� ��	�� ��� � �����/���� ���� ��	�� ��� *�
� �
'�����	�	��	� )��*��	�) +�� �*� ��	�� �+ �*� ������� �+ �*� 	�'��� ��� 0 ��� �*� �����/�� ��� 	

����
��� �� ��	  ��
	����� �� !�������" �� ��
	 ��� ����	����� �����������#



���� ���������� 
���
���
�� �#

a b

0 1 1 0
0 0 1 1

1 0 0
 1 0 00
0

1   0  1   0   0   0   1   1   0   1   0   1  0  1   1  1   0   1   0  1   0   0  1
0   1  0   0   0   1   1  0   1   0   1   0   1   1  1  0  1   0    1  0   0  1   0

a b

Maximise
       I

Maximise I

(a)

(b)

,	���� !��H �� F�GE ��� ������� ���	�
� �� 	�'�� �����) �	���& '������� 	� �*	�* �*� ��+� *��+ 	�
� �*	+��� 
���	�� �+ �*� �	�*� *��+� %*� 	�'��� �� �*� ��� ������� �����	�� �� ��*�� 	�+��)��	��
F��*�� �*�� �*� ��))�� �*	+�G� %*� �����	�� �����	�*) ������� �*� ��	�*�� �+ �*� ������� ��
)�/	)	�� �*� )����� 	�+��)��	�� ������� ������� �
�� �*� �*��� ��� �+ ���	�	�� '��������
�� F�GE �*� ���� ��&�� �+ ��	�*�� 	� ���	��� �� �/����� ��)� ��� ����� +������� ��� �*� ��/� ��&��
*	�����*	����& ��)�	��� �*��� 	��� )��� �������� +������ ����������



�2 ���	��
 �� ��!���
&� �����
�� �������

�*�� �*�& ����� �*� ���	
��	�� ���	
�� +��) ���* �& ��� ��'����� 
�����

�	 L

��
���

����

�� L

��
���

;�
�

%*�& ��� �	�* �� ��)�	�� �*��� 	�'��� ��� 	� � ��& �*�� ������ �*� ���)�� 	�'�� �� ��	
� �*�
��	�� �+ �*� ���'�� ������ ��� ������ �*� �����/� �� �K��� �*� )���	���� �+ �*� ���'�� ������:�
���'�����  '��	�����&E �*� ���	
��	�� +����	�� 	� ���* �*��

�� �+ �*� ��	�*��� ��) �+ 	�'���E �	E 	� ;��� �*��� 	� �� ���'���


� �+ �*� ��	�*��� ��) �+ �����/��E ��E 	� ;���E �*� ���'�� 	� �*� ��	�*��� ��) �+ 	�'���E �	�

�� �+ �*� �����/�� ��� 	�'��� ����� F�*� �	�� �+ �	 ��� �� �����G �*� ���'�� �*���� �� �������
�*�� �*�� '������� �& �*� 	�'��� ������

�� �+ �*� �����/�� ��� 	�'��� �	������F �*� �	�� �+ �	 ��� �� ��� �	K�����G �*� ���'�� �*���� ��
���� �*�� �*�� �*	�* ����� �� '������� �& �*� 	�'��� ������

!� ���& �*� 	�'��� �*���� �����)	�� �*� �	�� �+ �*� ���'�� 	��� �*� �����/� ������ �*���� �*�
�	����	�� F'��	�	
� �� �����	
�G �+ �*� ���'�� ���	�	���

%*�& ��� �*� +�����	�� ���	
��	�� +����	��H

�F�	� ��G L
�



�	F� N �/' F
�	��GG F!��!G

�*	�* *�� �*� ���
� B���	�	��� ��� �*�& ��� � �	���& '�����	�	��	� ������ �*	�* 	� )��� �	���& ��
��� �*� ������ �*� ���
� +����	�� 	�H

� L � F, L ��$ L 0� ! L 	G L
�

� N �/' F��F�	� ��GG F!��$G

 	��� �*� ������ 	� �	���&E 	�� ���'�� 	� �	�*�� � �� 2� �+ �*� 
���� �+ �*� ���	
��	�� +����	�� 	�
�����E �*� '�����	�	�& �+ ��	�� F�	
�� �*� ������� 	�'�� 0 ��� �����/� 	G 	� ����� �	��� �*� �����)
�	�� �+ �*� �	�*� *��� �	�� �	�� �*�� ���� �� �� �+ �� �*� ��*�� *��� �*� ���	
��	�� +����	�� 	�
������& �����	
� �*� '�����	�	�& �	�� ���� �� 2� ,	����& 	+ �*� ���	
��	�� +����	�� 	� ������ 2 F�*	�*
��� ���& *�''�� �*�� �	 	� ������ ;��� �� �*� �����/� 	� �������& �	������	�� �	�* �*� 	�'���G
�*� '�����	�	�& �+ ��	�� 	� ������ �

� � %*� '�����	�	�& ����	�& +����	�� �+ ��	�� 	� �*��� 	� ,	����
!�# �� � +����	�� �+ ���* 	�'��� ��� �����/��

&�(��  �!��
����� �����!�� ��	 �������� /����

-� ��� +��) ,	���� !��2 �*� �����	���*	'� ������� �*� 
��	��� ���� �+ 	�+��)��	�� '���	���� -�
��� ��B�	�� � ��)��� �+ �	K����� ������	
� +����	��� �� �� �'�	)	��� ��'���	�� �� ��� '���	�����
��	���	�� �+ �������� ,�� �/�)'��E �� )�& ��B�	�� �*� ������� �� )	�	)	�� �*� �������	��& 	�
�*� �	���	���	�� �+ ���'��� �	
�� �*� 	�'��� ��� �����/� ��	�� 	�+��)��	��� %*	� 	� �B�	
����� ��
)	�	)	���	�� �+ �F, �$�!G� ��� �*	� ����	�	���� �����'& ��� �� ���������� �	��� �� ���� �*��
�*� '�����	�	�& �*�� � '���	����� ������ �	�� ��� 	� '� %*��

�F, �$�!G L ��F� ��� �N F�� �G ���F�� �GG��� F!���G

�*��� �*� �/'�����	�� 	� ����� �
�� �*� ��	�� �	���	���	�� �+ 	�'���E @E ��� �����/��E 5� ��� ��
���������

<�F, �$�!G

<�
L ��F�F�� �G ���

�

�� �

<�

<�	
$G���

<�F, �$�!G

<;
L ��F�F�� �G ���

�

�� �

<�

<��
!G���



���� ���������� 
���
���
�� ��

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 -2
-1.5

-1
-0.5

0
0.5

1
1.5

2

0

0.5

1

1/(1+exp(- 0.5*x*(1+exp(2*x*y)) ))

,	���� !�#H %*� '�����	�	�& +����	�� �����	���� �	�* �*� �)����	�� �+ �����/���� 	�+��)��	�� 	�
	�'�� ���	
��	���

H(Y)

H(X)

H(Y|X,C)

I(Y;X|C)

I(Y;C|X)

I(Y;X;C)

H(C)

H(Y) = H(Y|X,C) + I(Y;C|X) + I(Y;X;C) + I(Y;X|C)

Output

Input

Context

,	���� !��2H %*� 	�+��)��	�� 	� �*� ���'�� ��� �� ����)'���� 	��� �*� 
��	��� ����	�	���� ���
������	�	���� )����� 	�+��)��	��� ��� �*� ���	���� �����'&�



�
 ���	��
 �� ��!���
&� �����
�� �������

inputs

contexts

outputs

x

x

c

c

w

w

v

v

1

1

2

1

1

2

2

2

,	���� !���H � �	)'�� ������� �*��	�� � �	���� ���'�� ������ �	�* ��� 	�'��� ��� ��� 	�'���
+��) �����/���� ��	���

�� �� ;� ;�
��
 2 2��! 2

%���� !��H %*� ���	��� ������� *�� ������� �� �����	��� �*� 	�'�� �	�* �*� �����/� �	�* �*	�* 	�
��� �����������

���	� � �� ��� �/'��� &�� �� )�)��	�� �*��� �B���	��� ��� &�� �*���� ���� �*� ������� )��*���
7�& ��� (*	��	'� 	� +��� �� +���*�� ��� ����� � ����� �+ �'�	)	���	�� ��	���	� ����� ��

> L (F, J$ J!G N ��(F, J$ �!G N ��(F, J!�$G N ���F, �$�!G F!���G

�& ������	�� �*� 
��	��� '���)�����E ��� ��� �� �� ��� ������ �*� 	)'������� �+ �*� 
��	��� ���?

��	���	� �*	�* )��� �' ,� %*�& �/���� �*� ���
� ���	
��	�� �+ !'	( ����

!� ��� !'	( ����


! �� �*�
��*�� ���?��	���	� �*	�* '��
	��� � ������� )���� +�� �'�	)	�	�� �*� ����	�� ����� �+ �*� �������
	� �*� ����� ��&�

&�(�� /������

5���	��� �*� ������� �*��� 	� ,	���� !���� -� *�
� ��� �	'���� F�O?�G 	�'�� ������� ��� ���
�	'���� F�O?�G �����/� 	�'��� �*�� �	
	�� �$ '���	��� '�������� ���& �*� $� ��� !� �������:

����� ���� ����������� -� ������ ��� �+ �*� �	)'���� �+ �*� +�)	�& �+ ������	
� +����	��� �����	���
���
�E �*�� �+ )�/	)	�	�� > L (F, J$ J!G 	��� )�/	)	�	�� �*� ��	�� 	�+��)��	�� ������� 	�'���E
���'�� ��� �����/� ��	��� -*�� �� ��� �*� ��������	�� ������� !� ��� $� �� �� 2�� F � 
��& *	�*
��������	��GE �� ��� �*�� �*� ��	�*�� 	� %���� !�� ��� ��������

.�����	���& �*� ������� *�� ������� �*� ��������	�� ������� �*� 	�'�� ��� �����/� ��	� �*	�*
���� ���������� ��� *�� 	������ �*� ���?	�+��)��	�� 	� �*� ��*�� ��� ��	��� �� �*	� ���� ��& ���
���� 	� )��� �	���� �� �� �����	��� 	� �*� ���� ����� 	+ 	� ���� 	� '�������� �	�* �*� ��)� �����/�� �+
�� ������ ���� ���* �*�� � �����/� ��	� ��� �� 	�'�� *�
� �����	
� ��������	��E �*	� 	� ��I����� 	�
�*� ��	�*�� ? ��� ��	�� '��	�	
�E �*� ��*�� �����	
� �*	��E �� ��+���E �*� ��*�� ��� ��)�	� �����
2�

��' "(� %�	���# -������	��

&�*��  ����	������

5����	��� 5�������	�� ����&�	� 	� ���� �*�� �� *�
� ��� ���� ���� �*	�* �� ���	�
� *�
� ��)�
������&	�� ��������	��� 5���	��� ��� ���� �+ 	�'�� ����E +��) �*	�* �� ���� 		� ��)'��� �� +��) �
'�	� �+ 	�'�� 
������E 0� ��� 0�� %*�� 	� �����	��� 55�E �� ����)'� �� ��� �*� �	���� ��)�	���	��
�+ �*� 
��	����� �*	�* �	
�� �� )�/	)�) ��������	�� ������� �*� ��)�	���	���� "��

�� L 1�0� L
�
�

������ F!��#G



�� � ��� 	�
���� �������
�� ��

�� L 1�0� L
�
�

������ F!�
2G

%*�� �� �	�* �� ��� �*��� 
����� �+ 1� ��� 1� �*	�* )�/	)	�� �*� ��������	�� ������� �� ���
��� -*����� (�	��	'�� 5�)'������ ����&�	� ��� ,����� ����&�	� ����� �	�* �*� 	���������	���*	'�
�	�*	� � ��� �+ 
��	�����E 55� ����� �	�* �*� �����	���*	'� ������� ��� ���� �+ 
��	������ �+ �*�
�����	�� ������� �� ��� �� 	� ���	�
�� �� �� ������E �� )�& 
	�� �*� '������ �� ��� �+ ���	�� �*�
���� '���	���� �+ �*� ��� 0� �& �*� ��� 0� ��� �	)	����& �+ ���	�� �*� )��� '���	������ ��	���	��
	� �*� ��� 0� +��) �*� 0� ���� ���� %*��E �� ����� ��
	�� � ���� ��� 	� �*	�* � ��� �+ �/�) �������
��� �'�	� 	��� �*��� ��*	�
�� �& �������� �*�� �*�& *�� ������ �� �*�	� ����� ��� �*��� )����
����	��� �*�� �*� �������� ���� ���	�� �*�	� ����� ���	�� �*� �/�)� -� )	�*� �	�* �� ��� �
�������:� �'�� ���� �/�)� �� '���	�� *�� ���� *�O�*� )	�*� �� 	� �*� ������ ���� �/�)��

��� ��& �� 
	�� �����	��� ��������	�� ����&�	� 	� �� �� �/����	�� �+ )���	'�� �������	��� 9�?
���� �*�� 	� )���	'�� �������	�� ����&�	� �*� 
��	����� ��� '���	�	���� 	��� �� 0�?��� �����	�	�� B

��	����� ��� � ��?��� �����	�	�� ' L� 
��	����� %*� �������	�� �����	�� 	�
��
�� ���	�� �*� �	����
��)�	���	�� �+ 0� �*	�* 	� )��� *	�*�& ���������� �	�* ���

"�� 0� *�
� )��� #� ��� 0� *�
� )��� #�� %*�� �*� �������� ����	��	��� )��*�� �	�� 	�
����	��

[�� L ��F0� � #�GF0� � #�G
� 
 F!�
�G

[�� L ��F0� � #�GF0� � #�G
� 
 F!�

G

[�� L ��F0� � #�GF0� � #�G
� 
 F!�
�G

��� � L [
� �

�

�� [��[
� �

�

�� F!�
�G

�*��� % ������� �*� �����'��� �+ � 
������ -� �*�� '��+��) �  	������ D���� 1���)'��	�	�� �+
7 �� ���

� L F4�� 4�� ���� 4�G-F?�� ?�� ���� ?�G
� F!�
!G

�*��� 4� ��� ?� ��� �*� ��������	��� �	���
������ �+ ��� ��� ��� ���'���	
��& ��� 1 	� �*�
�	������ )���	/ �+ �	���
������

%*�� �*� ���� �����	��� ��������	�� 
������ F�*��� �*	�* �	
� �������� ��������	��G ��� �	
��
�&

1� L [
� �

�

�� 4� F!�
$G

1� L [
� �

�

�� ?� F!�
�G

�	�* �����B���� �����	��� ��������	�� 
������ ������ 	� ���)� �+ �*� �����B���� �	���
������E 4�

��� ?��

�� �*	� �*�'���E �� '������ � ������ 	)'��)�����	�� �+ 55� �*	�* ���'�	
��& ������ �*� �'�	)��
��	�*�� �� )�/	)	�� ��������	��� ������� �*� ���� �����

&�*�� ��� %�������� %���������� ���,���

%*� 	�'�� ���� ��)'�	��� ��� 
������ 0� ��� 0�� ���	
��	�� 	� +�� +������ +��) ���* 	�'�� �� �*�
������'���	�� ���'�� �*����* �*� ���'���	
� ��	�*��E 1� ��� 1� F��� ,	���� !��
 ��� �B���	���
F!��#G ��� F!�
2GG �� �	
� ���'��� �� ��� ���

-� �	�* �� )�/	)	�� �*� ��������	�� �F����G �*��� �FG ������� �*� �/'�����	�� �*	�* �	�� ��
����� �
�� �*� ��	�� �	���	���	�� �+ 0� ��� 0�� -� )�& ������ �*	� '�����) �� �*�� �+ )�/	)	�	��
�*� +����	�� ��F1��1�G L �F����G �*	�* 	� ������ �� �� � +����	�� �+ �*� ��	�*��E 1� �	
�� �*�
��*�� ��� �+ '���)�����E 1�� %*	� 	� �� ���������	��� )�/	)	���	�� '�����) �*	�* *�� �� ��	��
�����	�� ��� �� �� )��� �������	� �*� )�/	)	���	��� %&'	����& 	� 55�E �� ��� �*� �������	�� �*��
�F��� L �G ��� �	)	����& �	�* �� �*�� �� )�/	)	�� ��F1��1�G� A�	�� �*� )��*�� �+ "�������



�� ���	��
 �� ��!���
&� �����
�� �������

y

w w

x x1 2

1

1

2

2y
maximise correlation

inputs

weights

outputs

,	���� !��
H %*� 55� �������� �& ������	�� ��	�*��E �� ��� ��E �� )�/	)	�� ��������	��
������� �� ��� ��
�

)���	'�	���E �*	� &	���� �*� �������	��� �'�	)	���	�� +����	���E

@� L �F����G N
�



0�F�� ���G ���

@� L �F����G N
�



0�F�� ���G

-� )�& �B�	
������& ���

@ L �F����G N
�



0�F�� ���G N

�



0�F�� ���G

��� 	� �	�� �� )��� ���
��	��� 	� �*� +�����	�� ����	��� �� ������ �*��� �� ��'����� ��	���	� �*	�*
��� �� �'�	)	��� 	���'�������& �& 	)'�	�	��& ����)	�� �*�� 1� 	� �������� �*�� �� ��� �*���	��
1� ��� 
	��?
����� -� �	�* �� ��� �*� �'�	)�� �����	�� ��	�� ����	��� ������ ��� �� �� ��� �*�
���	
��	
� �+ �*� 	������������ 
���	�� �+ ���* �+ �*��� +����	��� �	�* ���'��� �� ���* �*� ��	�*��E
1� ��� 1�E ��� �*� "������� )���	'�	���E 0� ��� 0�� �& �*���	�� �*� "������� )���	'�	��� 	�
'��'���	�� �� �*� ���	
���� �+ 4 �� ��� �*���	�� �*� �����	
� �������* �+ �*� �������	�� ��)'����
�� �*� +����	�� �� ��� �'�	)	�	��J �*	� ������ �� �� �)���*�& )�/	)	�� �*�� +����	�� 	� �*� ���	��
	� �*	�* �� ��� ���	�+&	�� �*� �������	���

���	�� �*��
<��F1��1�G

<1�
L

<F����G

<1�
L

<F1�0���G

<1�
L 0��� F!�
�G

�*��� &	��� ���'���	
��&

<@�
<1�

L 0��� � 0���0� L 0�F�� � 0���G

<@�
<0�

� F�� ���G

 	)	����& �	�* �*� @� +����	��E 1� ��� 0�� %*	� �	
�� �� � )��*�� �+ �*���	�� �*� ��	�*��
��� �*� "������� )���	'�	��� �� �� ���	�� ���	�� -� ��� �*� ��	�� �����	�� �����

Y��� L 
���F�� � 0���G

Y0� L 
�F�� ���G

Y��� L 
���F�� � 0���G

Y0� L 
�F�� ���G F!�
#G

�*��� ��� 	� �*� +�� ���)��� �+ ��	�*� 
�����E 1� ���� �� *�� ���� +���� �)'	�	����& �*�� ����
������� ��� ��*	�
�� �*�� 
� �� 
�



�� � ��� 	�
���� �������
�� �!

8���
��E ���� �� � ������ 	)'��)�����	�� �+ (�	��	'�� 5�)'����� ����&�	� F(5�G ���� �*�
 ���'��� �����	�*) )�& �� 
��& 	�������	�� ��� ��� � ��������& ���+�� )��*�� �+ ���	�� (�	�?
�	'�� 5�)'������E �� � ������ 	)'��)�����	�� �+ 55� )�& �� ���& � ���	��	�&� 8���
��E 	� *��
���� �*��� �*�� ����	���� �/����	��� �+ (5� �������� ��� ���� �� �����* +�� �*� 	���'������
��)'������ �+ � ���� ��� F�5�G ��� �*�� ���* �/����	��� ��� �*���+��� ����	����� �� ���	����	��
����� +�� 	�
���	���	�� ���� ����� -� �*���+��� �/���� ��� ������ 	)'��)�����	�� �+ 55� �& )�/?
	)	�	�� �*� ��������	�� ������� ���'��� �*�� ���* ���'��� ��� � ����	���� +����	�� �+ �*� 	�'����
-� 	�
���	���� � '���	����� ���� �+ )�/	)	���	�� �+ �F����G �*�� �*� 
����� �� ��� � ����	����
+����	�� �+ �*� 	�'���E 0��

,�� �*� ����	���� �'�	)	���	��E �� ��� ���� �� L
�

� �����F;�����G L 1�
� �*��� �*� +����	��
��FG 	� �''�	�� �� �� ���)���?�	�� ���	� �� �	
� �*� 
����� 
��

%*� �B�	
����� �'�	)	���	�� +����	�� +�� �*� ����	���� '�����) 	� �*��

@�F1��1�G L �F����G N
�



0�F�� ���G

@�F1��1�G L �F����G N
�



0�F�� ���G

��� �����	�� 	� �	������� 	� ����	�� !�����

&�*�� 
�����
����� /������

-� ��'��� �	)����	��� �� ���* ���� ��� ���	��	�� ���� ���� �+ 	������	�� ��)'��/	�&� -� ���	�
�	�* ���� ���� 	� �*	�* �*��� 	� � �	���� ��������	�� ��� �� ��)�������� �*� �K���	
����� �+ �*�
������� �� ������:� �����) ��� ���������) ����� -� �*�� �/���� �*� )��*�� 	� ��� ��&� ���
'���	��� �	�* �������� ����	��	��� ���*�	B���H

�� -� )�/	)	�� ��������	��� ������� )��� �*�� ��� 	�'�� ���� �����


� -� ����	��� )�/	)	�	�� ��������	��� �*��� ���* ��������	��� )�& �� �� ����	���� '������	���
�+ �*� �����

&�*�# 3���;���� ����

��� ���� �/'��	)��� ��)'�	��� �� ���	��	�� ���� ���H 0� 	� � � �	)���	���� 
�����E ���* �+ �*���
���)���� 	� ����� +��) �*� ;���?)��� 0����	�� �	���	���	��E �F2E�GJ 0� 	� � � �	)���	���� 
�����E
���* �+ �*��� ���)���� 	� ���� ����� +��) �F2E�G� �� ����� �� 	�������� ��������	��� �������
�*� ��� 
������E 0� ��� 0�E �� �������� �� ���	�	���� ��)'�� +��) �F2E�G ��� ��� 	� �� �*� ����
���)���� �+ ���* 
������ %*�� �*��� 	� �� ��������	�� ������� �*� ��� 
������ ��*�� �*�� �*��
�/	��	�� ������� �*� ���� ���)��� �+ ���*�

A�	�� �� 	�	�	�� �����	�� ���� �+ 2�222� �*	�* 	� ��������� �	�����& �� 2 �
�� !2222 	�����	���E
�*� ��	�*�� ���
���� �� �*� 
������ F/2%��E 2�2
�E ?2�2!�E ?2�22$G ��� F/2%)�E 2�22�E 2�22! G� %*	�
������& 	���������� �*� *	�* ��������	�� ������� �*� ���� ���)���� �+ ���* �+ �*� 
������ ��� ���� �*�
+��� �*�� �*	� 	� �*� ���& ��������	�� ������� �*� 
������� -� )�& ��)'��� �*� ��'����� �������
�	�* �*� �'�	)�� 
����� �+ F

�
2�!E2E2E2G ��� F

�
2�!E2E2G�

%*� �K��� �+ �*� �������	�� �� �*� 
��	���� �+ �*� ���'��� 	� ������& ���� �*�� �� �*����
�*� �	���	���	�� +��) �*	�* ��� ��)'��� ��� ����� �� �F2E !G� %*� ��	�*� 
������ ���
���� ��
F/2���E 2�22
E 2�22�E 2�22
G ��� F/2���E 2�22
E ?2�22�G ? �*� �'�	)�� ������� ��� F

�
2�2
E2E2E2G ���

F
�
2�2
E2E2G� %*� �	K������� 	� )���	���� ��� ��� �� �*� �������	��E �F��� G L � �	���

�F��� G L ��� �F1�00
�1�

� G L 1�*		1
�
� L � F!��2G

�*��� *		 	� �*� ��
��	���� )���	/ �+ �*� 	�'�� �����



�$ ���	��
 �� ��!���
&� �����
�� �������

 �������  ���	��	�� 6�/	)�) 5�������	�� 2�$#$

1� 2�2
$2 2�2!��
1� 2�2�
� 2�22�� 2�22�!

������ ������� 6�/	)�) 5�������	�� 2�$$�2
1� 2�2
$� 2�2!
$
1� 2�2�
# 2�22#� 2�22��

%���� !�
H %*� ���
����� ��	�*�� +��) �*� ������ ������� ��� ��)'���� �	�* �*� 
����� ��'�����
+��) � �������� ����	��	��� ���*�	B���

&�*�& /��� 	���

��� ������ �/'��	)��� ���� � ���� ���� ���J 	� ��)'�	��� �� ��������: )���� �� ! )����� �/�)��
%*� �/�) ������� ��� �� '���	�	���� 	��� ��� ���� ����H ��� �/�)� ���� �	
�� �� ����� ����
�/�)� F5G �*	�� �*� ��*�� �*��� ���� �'���� ���� �/�)� F�G� %*� �/�)� ���� �� �*� ��������
�+ 6��*��	��F5GE D������F5GE �������F�GE ����&�	�F�GE ���  ���	��	��F�G� -� �*�� �'�	� �*� �
�

��	����� F�/�) )����G 	��� ��� ����?�*� ������?���� �/�)� F���� ���G ��� �*� �'����?���� �/�)�
F���� ���� ���G� ��� '���	��� B����	�& �+ 	������� *��� 	� *�� *	�*�& � �������:� ��	�	�& �� ������?
���� �/�)� 	� ���������� �	�* *	� ��	�	�& �� �'��?���� �/�)�� ��������	
��&E ��� )	�*� ��& �� ���
�*� �'��?���� �/�) ������� �� '���	�� �*� ������?���� ������� F�� 
	�� 
����G�

%*� ������� �*��� 	� %���� !�
 ���� +���� ��	�� � �����	�� ���� �+ 2�222� ��� !2222 	�����	����
-� *�
� ��'����� ��� ������� �� � ���	)�� '����� 	� �*	� ����	�� �� +��	�	���� ��)'��	��� �	�* �*���
��'����� 	� � �������� ����	��	��� ��/� �*	�* ���� +���� �& �������� ����	��	��� ����* )��*����
%*� 1� 
����� ����	��� �+ �*� ��	�*�� +��) �*� ������ ���� �/�) ���� �� �� �*	�� �*� 1� 
�����
����	��� �+ �*� ��	�*�� +��) �*� �'�� ���� �/�) ���� �� ��� -� ���� �*� �/������� �����)���
������� �*� )��*���� %*� *	�*��� ��������	��� ��� �	
�� �& � ��	�*��� �
����� �+ ��� ��� ��� �	�*
�*� +��)�� ����	
	�� *��+ �*� ��	�*� �+ �*� ������ F�	��� 1�� � 1��G ��� �*� �
����� �+ ���� ���
��� ��� *��
	�& ��	�*��� �� ��� F�	��� 1�� �� 1���1��G�

&�*�( /��	�
 ��� -��������
�

�� *�� ���� ��������� �*�� ��� �+ �*� ����� �+ ������& 	�+��)��	�� '������	�� )�& �� �*� �/�����	��
�+ ��))�� 	�+��)��	�� ������� �	K����� ������� �� ������ ������& )����	�	��� ��� ������ �*��
�*	� 	� '���	��� 	� ������� �+ �*� ��*������ �*	�* �/	��� 	� �	)� ��� '���� 	� ������& 	�'�� �����
-� )�& 
	�� �*� ���
� ������� �� � )���� �+ )���	�� ��� �	K����� ���� �����)� ? 0� ��� 0� ?
�*	�* )�& �� �	�*�� ��'��������	
�� �+ ��� �	K����� )����	�	�� �� �� �	K����� ��'��������	
�� �+
�*� ��)� )����	�& �*��� ���* ��'��������	
�� )�& �� �	K����� 	� �	�*�� �	)� �� '����� ������
*�� ��
���'�� �*	� 	��� ��� �/'��	)����� �� � ���� ��� �*	�* 	� �� ��������	�� �+ �����) ���
���������)�H �� �/�)'�� 	� �*��� ���'*	����& 	� ,	���� !���� %*� ������� 	��� ��*	�� �*	� 	� �*��
��� �	K����� ������ ��	�� �� ������ ������� )������ �*���� ����� �� �/����� +������� �*�� ���
��*����� ������ �*�	� 	�'���� �+ �*��� 	� ��& +������ 	� ��))�� ������ �*� ��� 	�'���E 	� �*���� ��
�	���
����E �*	�� +������� �*	�* ��� 	���'������ ������ �*� ��� 	�'��� �	�� �� 	�������

.��* 	�'�� 
����� ����	��� �+ � ��� �	)���	���� �����) ���	' �*	�* ������'���� �� �*� ��+�
	)��� ��� � �*	+��� 
���	�� �+ �*	� �*	�* ������'���� �� �*� �	�*� 	)���� %*� ��+� 	)��� *��
��)'������ ����� �	�* �B��� '�����	�	�& +��) �*� ��� ���� �
 ��� �*� �	�*� 	)��� 	� ���������
�& �*���	�� � �����)�& �*���� ������ �*	+� ? �	�*�� ��� '	/�� ��+� �� ��� '	/�� �	�*� ? ��� �''�&	��
	� �� �*� ��+� 	)���� -� �	�* �� ��� �*� )�/	)�) �	���� ��������	�� ������� �� ��� �� �*	�* ���
�*�)���
�� �	���� ��)�	���	��� �+ 0� ��� 0�� ������� �*� �*	+�� ��� �*���� �	�* �B��� '�����	�	�&E
�*��� ��� ��� �B��� ���� �+ ��������	��� ������'���	�� �� ��+�?�*	+� ��� �	�*�?�*	+�� �� ����� �� ���
�*���E �� ��B�	�� ��� '�	�� �+ ���'��� ��� �*� ������'���	�� '�	�� �+ ��	�*�� F1�E 1�G ��� F1�E
1�G� %*� �����	�� ����� +�� 1� ��� 1� 	� �*	� �/'��	)��� ��� ��������� �� �*��� +�� 1� ��� 1�J
�� ���* '��������	�� �+ � ��)'�� �+ 	�'�� ����E � �	)'�� ��)'��	�	�� ������� �*� '������� ����
��� ���� �����)	�� �*	�* ��	�*�� �	�� ����� �� �*� ������� 	�'�� ��)'���H 	+ ���� � ����E �*��
1�E 1� ��� �'�����E ���� 1�E 1� ��� �'������



�� � ��� 	�
���� �������
�� ��

-1 1 1 -1 1-1 1-1

right shift

y1 3y y42
y

Maximise Correlations pairwise

,	���� !���H %*� 9����) ��� ���������) ���� ��� �������� %*� 0� ��� 	� �	�*�� � ��+� �*	+��� ��
� �	�*� �*	+��� F�� �*���G 
���	�� �+ �*� 0� ���� -� ��� �*�� 1� ��� 1� ���	���& ��� �*� ��+� �*	+�
��� 1� ��� 1� �*� �	�*� �*	+� �� 
	�� 
�����

1� ?2�22
 �2��/ 2�22� ?2�22#
1� 2�22
 2�2
! /2��� 2�2
2
1� ?2�2�� 2�2
$ �2��� ?2�22

1� 2�2�� /2�)� 2�22� ?2�22�

%���� !��H %*� ���
����� ��	�*�� ������& �*�� �*�� �*� ���� '�	� �+ ������� *�� ������� � �	�*�
�*	+� �*	�� �*� ������ '�	� *�� ������� � ��+� �*	+��

A�	�� � �����	�� ���� �+ 2�22� ��� �22222 	�����	���E �*� ��	�*�� ���
���� �� �*� 
������ �*���
	� %���� !���

%*� ���� '�	� �+ ��	�*�� 1� ��� 1� *�
� 	����	��� �*� ������ ���)��� �+ 0� ��� �*� �*	��
���)��� �+ 0� �� *�
	�� )�/	)�) ��������	�� �*	�� ��*�� 	�'��� ��� 	������ F�*� ��	�*�� +��)
�*��� ��� �''��/	)����& 2G� %*	� ������'���� �� � �	�*� �*	+�� %*	� ���� '�	� �+ ���'��� *�� �
F��)'��G ��������	�� �+ 2�!�
�  	)	����& �*� ������ '�	� �+ ��	�*�� *�� 	������ �*� �*	�� ���)���
�+ 0� ��� �*� ������ ���)��� �+ 0� �� *�
	�� )�/	)�) ��������	�� �*	�� ��*�� 	�'��� ��� 	�������
%*� ������ '�	� *�� � F��)'��G ��������	�� �+ 2�!�2 ��� ������'���� �� �� 	����	����	�� �+ ��+�
�*	+��

��� +�� ��)� '������� �*��� �	�� �� �)�	��	�& �	��� 	� 	� '���	��� �*�� �& �*���� � �	�*�?�*	+���
'������ �	�� *�''�� �� )���* �*� ��	�*�� 1��1� ��� �*���+��� � ���� �+ '�	�� �+ '�	�� �+ �������
	� ��B�	��� �� '��+��) �� ���� �� ������:� �6�@ �������� ,�� ���� �������E ���* ��� �+ +��� �������
�� ���
� �*���� ��� �� 	�'�� � ��	�*��& �	K����� '��� �+ �*� 	�'�� ���� F�*���* �	�* � ������ ��+�
�� �	�*� �*	+�G�

%*� ����� �*�� ��)��������� �*�� �*��� *	�* ��������	��� ��)� +��) ��� '�	� �����	�� �*�
�*	+�?��+� �����+��)��	�� �*	�� �*� ��*�� ������ �*� �*	+�?�	�*��

�� �*���� �� ����� �� �*	� '�	�� �*�� ������ ���& ���� � ������ �+ �
 �+ �*� �$ '���	��� '��������
%*��� �*	�* ��� �)�	����� F���* �� F?�E�E?�E�GG ��� ��)�
�� �*����� �� ��� ����	�� ��� ����
+��) ��� �$ '���	��� '�������� �� ���	�	��E ������ ���� ��)'����	�����& �/'���	
� ����'��'����	��
�+ �*� ���	
��	
�� �+ )����� 	�+��)��	��� -� ��� ���� �� ��� ���* ��������	��� �	�* � 
��& �	)'��
��������

5�)'��	�� �*� 55� ������� �	�* 7�& ��� (*	��	'�: �������E �� )	�*� ����	��� ���� +��) �*�
���� ���� ���E 0� �� �*� 	�'�� ���� �� �*� ������� ��� 0� �� �*� �����/���� 	�'��� %*� �������
+��) �*� 55� ������� ��� �*� 7�& ��� (*	��	'� ������� ��� �	)	��� ���E �*���* 7�& ��� (*	��	'�
��� � '�����	�	��	� ������� �	�* �� ����	���� ���	
��	�� +����	�� ���	���� �� )����� �*� �K��� �+
�����/���� 	�+��)��	�� �� �*� ���'���� �+ �*� ������� �� 	�'�� �����



�� ���	��
 �� ��!���
&� �����
�� �������

,	����&E �*� 55� ������� '�������� *��� )�& �� ��	�	�	��� �� � )���� �+ �	����	��� 	�+��)��	��
'������	�� 	� �*�� 	� �''���� �� � ���?����� 	)'��)�����	�� �+ 8���	�� �����	�� 	��� �*� 1� ��	�*��
��� �*� )���	���� �+ �� �� ���� �� �� �� ���+?�����	��� ��� '���	�	�	�& 	� �� '�������� ���?�����	��
�������	��� �*	�* ��	� �� �� �� �*�� '��
	�	�� �*� 	�+��)��	�� �*�� 1� ��B�	��� +�� �����	���
��������	
��& �� )�& �����	�� �*� 0� '���)���� �� � ������� ��	�*� +��) �� �� �� ��� �� �*�
�����	�� ����� ����)�

Y��� L F
0�G���F
��
0�
� ��G

Y0� L 
�F�� ���G

�*��� �� *�
� *�� �� 	����'����� � 0� ���) 	��� �*� �����	�� ����� (��*�'� �*� ������ �+ �*���
�������	��� 	� )��� '����	��� �*�� �*� ���� �� � �����	�� �� �*� ���?����� +������ �+ �*� '��
	���
�����	�� ����� �	��� ���?�����	�� �������	��� *����	��� ��)� ���	
��	�� '���	�� 	��� �*� �����/�
%*	� 	� �� ���� �+ +���*�� 	�
���	���	���

&�*�* '��� ���� �,� 	��� ����

�� 	�������	�� 	�+��)��	�� +��) �	K����� ������& )����	�	��E �*� �����/ )�& �� '�������� �	�* �*�
'�����) �+ 	�������	�� �*�� +��) )��� �*�� ��� ���� ���� �	)����������&� %*���+��� �� �/����
�*� �����	�*) �	�*��� 	�������	�� ����������	�& ��)'��/ ���	
��	�� '���	�� �*	�* ����� ����)�
�	����	���& 	)'����	����

-� ������ �� ���	��	�� ���� ��� �*	�* ��)'�	��� �*��� 
������ ���* �+ �*��� ���� ���)���� *�
�
��������	��� �+ �B��� )���	����H 0�E 0� ��� 0� ��� ���* � �	)���	���� 
������E ���* �+ �*���
���)���� 	� 	�	�	���& 	���'�������& ����� +��) �F2E�G� -� ��� ���� � ��)'�� +��) �F2E�G ���
��� 	� �� �*� ���� ���)��� �+ ���* �+ 0�E 0� ��� 0� ��� ����)'� �� )�/	)	�� �*� ��������	��
������� ��E �� ��� ��� -� �'� �� )�/	)	�� �*��� ��'����� �������	��� ������	
� +����	���H

@� L �F����G N
�



0�F�� ���G ���

@� L �F����G N
�



0�F�� ���G ���

@� L �F����G N
�



0�F�� ���G

-� ��� ����	��� ������ �� �*� 	������������ 
���	�� �+ ���* �+ �*��� +����	��� �	�* ���'��� ��
���* �*� ��	�*��E 1�E 1� ��� 1�E ��� �*� "������� )���	'�	���E 0�E 0� ��� 0�� %*	� �	
�� �� �*�
�����	�� �����

<@�
<1�

L 0��� � 0���0� L 0�F�� � 0���G

<@�
<1�

L 0��� � 0���0� L 0�F�� � 0���G

<@�
<1�

L 0��� � 0���0� L 0�F�� � 0���G

%*� ���	
���� �	�* ���'��� �� �*� "������� )���	'�	��� ��� �	)	��� �� �*� '��
	��� ����� F!�
#G
�*���* �� *�
� +���� �)'	�	����& �*�� �*� ���� ������ ��� ��*	�
�� �*�� �*� 0:� �����	�� ���� 	�
���	� 
��& ������& 	�������� F��� 
� � 
22
 �� �222
G�

A�	�� 
 L2�222�E 
� L 2�2! ��� �22222 	�����	���E �*� ��	�*�� ���
���� �� �*� 
����� �*��� 	�
%���� !��� %*� �*��� ��& ��������	�� ���	
�� �& �*	� )��*�� 	� �B��� �� �*��� '�	��	�� ��������	����

&�*�� ���<������ %�����������

��� �*	�� �*� ���� ��� 	�  ���	�� !���$ '��
	��� �� �	�* �� ��������	�� �+ �����) ��� ���������)�E
	� 	� ��� � ��)'���� ��� �������� ��������	�� �+ *�� �*� �����/ �/������ ��'�* 	�+��)��	�� +��)



�� � ��� 	�
���� �������
�� �#

1� /2)�� 2�2�� 2�2
�
1� /2��� ?2�2�� 2�2�2
1� /2%�� 2�22� 2�2�


%���� !��H %*� ��	�*�� �+ �*� ���
����� �*��� 	�'�� 
������ �������� %*� ������� *�� ������&
	����	��� �*� ��������	�� ������� �*� ���� ���)��� 	� ���* 
������

A B A’

B’

S U T’T S’ U’

L R L R

M M’

,	���� !���H %*� ��+� ����� ��'������� 
	���� 	�+��)��	�� +��) � ���+��� �� �*	�* 	� '�����
�*����* '�'	�� 9 ��� " �� I�� Q���	���R 6 ��� %A� %*� �	�*� ����� ��'������� �*� ��)� �����
�*�� �*� �/������ ���+��� �:�: 	� ��� '������� �� �*� '���� �+ �*� ���	����

���+����H �� ��& ��� �	)�E �� 
	�� ��� ���� �	���� '�	��� ��� ���)���� �+ F�� �����G � ���+����
5���	��� ,	���� !���� -� ��� �*�� �*� �����	���*	' ������� �*� '������	�� �+ �*� ���+��� �� �*�
���	��� 	� � +����	�� �+ �*� ����� ������� �*� '���� �+ �*� ���+��� ��� �*� '���� �+ �*� ���	����
-� �� ��� �	�* �� �����)	�� �*� '���	�� �����	���*	' 	� ��& �'��	�� ���� �	��� �� �	�* �� ������
� ������� '��'��� ��'�* ����&��� �*	�* ���� ��� ��'��� �� ���� ���* �*� ���	��� ��� �*� ���+���
��	�� I��E �*� '�'	�� *�
	�� � '���	�� �����	���*	' �	�* �*� �	)	�� �+ �*� 
	���� ���+�����

%*���+��� 	� ��� ���� �/'��	)���E �� 	�
���	���� �*� ������� '�����) �+ )�/	)	�	�� ��������	���
������� ��� ���� ���� �*�� �*��� )�& �� �� ������&	�� ����	���� �����	���*	' ������� �*� ����
����H �� �������� ���	��	�� ���� ������	�� �� �*� '�����	'�	��H

��� L �� �	� 8 N #� F!���G

��� L 
��8 N #� F!��
G

��� L 8 � ' N #� F!���G

��� L 8 � ' N #� F!���G

�*��� 8 	� ����� +��) � ��	+��) �	���	���	�� 	� S2� 
'T ��� #�� � L �� ���� � ��� ����� +��) �*� ;���
)��� 0����	�� �	���	���	�� �F2E 2��G� .B���	��� F!���G ��� F!��
G ����� � �	������ )��	+��� 	� �*�
��� �	)���	���� 	�'�� �'��� �*	�� �B���	��� F!���G ��� F!���G ����� � �	���� )��	+��� �	�*	� �*�
	�'�� �'��� �*��� ���* )��	+��� 	� ���& �''��/	)��� ��� �� �*� '������� �+ ��	�� F#�� � L �� ���� �G�
%*� ��������	�� �+ ' 	� �*� �	���� )��	+��� �B���	��� 	� )����& �� ������ �*� �����

%*�� 0� L ����� ���
 �	�� �� �� ���� �*� �	������ )��	+��� ���� N ���� L � �*	�� 0� L ����� ���

�	�� �� �� ���� �*� �	�� ��� L ����

-� �	�* �� ���� �*��*�� �*� ������� ��� ��� ����	���� ��������	��� ������� �*� ��� ���� ����E
0� ��� 0�E ��� ���� �*��*�� ���* ��������	��� ��� ������� �*�� �*� )�/	)�) �	���� ��������	����
%� �� �*	� �� ���	� ��� '�	�� �+ ���'�� �������H

� -� ���	� ��� '�	� �+ ��	�*�� 1� ��� 1� ��	�� ����� F!�
#G

� -� ���	� � ������ '�	� �+ ���'���E �� ��� �� �*	�* ��� ���������� +��)

�� L
�

� ��� ���*F;�����G L 1�
� ��� F!��!G



#2 ���	��
 �� ��!���
&� �����
�� �������

�� L
�

� ��� ���*F;�����G L 1�
� F!��$G

%*	� �	
�� �� ����*�� '�	� �+ ���'����� '���)����� �*	�* )�& �� �*����� �� )�/	)	�� �*�
��������	��� �� '���	�����E �	��� �*� ��	�*��E "� ��� "� ��� ���� '�	�� �� �*� ��� �+ �*�
����	����	�&E �*	� �	
�� �� �/��� I�/	�	�	�& 	� )�/	)	�	�� ��������	����

%*� ��������	�� ������� �� ��� �� ������� ��� )�/	)	��� ��	�� �*� '��
	��� �	���� �'����	��
F��G �*	�� �*�� ������� �� ��� �� ���� �*� +����	���

@� L �F����G N
�



0�F�� ���G ���

@� L �F����G N
�



0�F�� ���G

�*��� ���	
��	
�� �	
� �� F���	�� 	��� ������� �*� ����	����	�	�� F!��!G ��� F!��$GG

<@�
<1�

L 
��� � 0���
� L 
�F�� � 0���G

<@�
<"�

L 1���F�� 
�� G0� � 0�1�F�� 
�� G0���
L 1�F�� 
�� G0�F�� � 0���G F!���G

 	)	����& �	�* �*� @� +����	��E 1�E "�E ��� 0�� %*	� �	
�� �� � )��*�� �+ �*���	�� �*� ��	�*��
��� �*� "������� )���	'�	��� �� �� ���	�� ���	�� -� ��� �*� ��	�� �����	�� �����

Y1� L 

�F�� � 0���G

Y1� L 

�F�� � 0���G

Y"�� L 
0��1��F�� � 0���GF�� 
�� G
Y"�� L 
0��1��F�� � 0���GF�� 
�� G

-� ��� � �����	�� ���� �+ 2�22� +�� ��� ��	�*�� ��� ����� �
�� �22222 	�����	���� %*� ������� ����
� ��)'�� �	���� ��������	�� ������� �*� ���� ���� �+ 2�$
� F�B��� �� �*� ��������	�� ������� ��
��� ��G �*	�� �*� ����	���� �������E �� ��� ��E *�
� � ��)'�� ��������	�� �+ 2��$!� �� '���	�� �*�
���� ���� �*����* �*� ����	���� ���*FG +����	�� �� *�
� ������� � �����	���*	' �*��� ��������	���
��� ������� �*�� �*� �	���� ��������	��� �+ �*� ��	�	��� ���� ���� -� �*�� � ���� �+ �*� ���'���
+��) ���* �*� �	���� ��� ����	���� �������� 	� ,	���� !��! 	� �*	�* �� ���'* �*� ���'�� 
�����
�+ �*� ���	��� ������� +��) ���* '�	� �+ ������� ���	��� 	�'��� �*��� �*� 8 
����� 	� �B���	���
F!���G?F!���G ����� +��) ?� �� � � -� ��� �*�� �*� �	���� ������� 	� ��	��	�� �*� ���'��� �� ����
�� )�& �� �/'����� ��� �*� ����	���� �������:� ���'��� ��� 
��& ������& ��	���� �	�* ���* ��*��
�
�� )��* )��� �+ �*� ���� ����

��* �$���	�� �$ .���� 2������

-� *�
�E *���
��E ���� ����� ������� �� ��� �*���� )��*�� �+ ��'��
	��� ��	�*� ���'�	��� ���
�*� ����'��'����	�� )��*�� �� �����	��� �� +�� 	� 	������& ����� %*� ������ +�� �*	� 	� �*���
�	����))��	����& 	� ,	���� !��$� �� �*	� ,	����E �� �*�� F	� ��� �	)���	���G �*� �������� �+
�������� ������  	��� �*� ����� 	� ��� �*� ��)� 	� ���* �	����	�� �� ��� ��	'��� ���*�� �*�� �	������
�+ �� ��� +�����	�� �*� '��* �+ ����'��� �������E �*	�* 	� '��'���	����� �� �*� �������� �+ ��������
�����E �� ��� � ;	�?;�� '��* �� �*���� %*� �/�� �+ �*� ��	'�� ��� �� �*��� �� �� '������� �� �*�
�	���
������ �+ �*� 8���	�� )���	/� %*� ������� �*� �	K������ ������� �*� ������� ��� �*� �)������
�	���
�����E �*� )��� ��	'�	��� �*� ����� ���+��� 	� ��� �*� )��� ;	�?;�� �*� '��* �*�� �*� +������
������� �����	�*) ������



���� �	���
�� �	 �

�
 ������� #�

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

0 10 20 30 40 50 60

Output of linear network

y1
y2

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

0 10 20 30 40 50 60

Output of nonlinear network

y3
y4

,	���� !��!H %*� ��' �	����) �*��� �*� ���'���E �� ��� ��E �+ �*� �	���� �������E �*	�� �*� �����
�	����) �*��� �*� ���'���E �� ��� ��E �+ �*� ����	���� �������� D	���� 	��'���	�� ����� �������
�*�� �*� ���'��� +��) �*� ����	���� ������� ��� )��� ����������� %*� ������ ��)'�� ���������	��

����� ��*	�
�� ���� 2�$
� F�	����G ��� 2��$! F����	����G�



#
 ���	��
 �� ��!���
&� �����
�� �������

Minimum
Error

Error 
  Contours

C1

C2

First eigenvector

Error descent
path

,	���� !��$H %*� '��* ����� �& �*� ����� �+ +������ ������� 	� ��� �*� '��* �	�����& �� �*� ������
F)	�	)�)G �+ �*� ����� ���+����

&���� '����
������ 8��������	

%*� )���	/ �+ ������ ���	
��	
�� 	� ����� �� �*� 8���	�� ��� )�& �� ��	���� ��

� L

�
������

!��
!��

�

!��
!��!��

� � � !��
!��!��

!��
!��!��

!��
!��

�

� � � !��
!��!��

���
���

���
���

!��
!��!��

!��
!��!��

� � � !��
!��

�

�
������

F!���G

�+ �� ��� 	� �*� ��	�*����*��� �+ � )	�	)�) 1AE �� ��� ����	��� �*� F���������G %�&���
���	�� �/'���	�� �+ �*� ����� ��

�F1G L �F1�G N F1 �1�G��8N
�



F1 �1�G��F1 �1�G F!��#G

�*��� � 	� �*� 8���	�� )���	/ �� 1A ��� �8 	� �*� 
����� �+ ���	
��	
�� �+ . �� 1A� ��� �� �*�
)	�	)�) F1AGE �8 	� ;��� ��� �� �� ��� �''��/	)��� �B���	�� !��# �	�*

�F1G L �F1�G N
�



F1 �1�G��F1 �1�G F!��2G

%*� �	���
������ �+ �*� 8���	��E	� ��� ������ �&

�	� L 0�	� F!���G

��� +��) �� ���*����)�� ��� F�*�& ��� '��'���	����� �� ��� ����*�� ��� *�
� �����* �G ��� ��
��� �� ���� �� � ���	� �+ �*� 1 �'����  � �� ��� ��	��

1�1� L
�
�

4�	� F!��
G

��� �	��� �F1�1�G L�� 0�4�	� �� *�
�

�F1G L �F1�G N �




�
�

0�4
�
� F!���G

�� ��*�� �����E �*� ����� 	� �������� 	� �	����	��� �*��� �*� �	���
����� �+ �*� 8���	�� ��� ���������
�� ��������	
��&E �*� �������� �+ �B��� ����� ��� �����)	��� �& ��

)�
�  � �*� ���� �/	� 	� ,	����

!��$ *�� ���	�� '��'���	���� �� ��
)�

��� �*� �*��� �/	� *�� ���	�� '��'���	���� �� ��
)�
� ������& ��

����� �	�� �� ���� �*	� 	�+��)��	�� 	��� ������� �*�� ���
���	�� ������� �*� )	�	)�)�



���� �	���
�� �	 �

�
 ������� #�

��� �� *�
� Y� L
�

� 4�0�	� ��� �� *�
� Y1 L
�

�Y4�	� �� �	��� �� �	�* �� ��� Y1 L
�
Y�E �� *�
�

Y4� L �
0�4� F!���G

��� ��
4�*�
� L F�� 
0�G4

+%�
� F!��!G

�*	�* �	
�� �� � )���� �+ ������	�� �*� �	������ ���
����� ����� �*� �	���
����� 	� ���* �	����	���
 � �& ���	�� � ������ �����	�� ���� 
 �� �	�� ���
���� B�	���� �� �*� )	�	)�) ����� '�	�� 	� ��	�*�
�'���� 8���
��E �*��� ��� �������	��� 	� �*�� �*� �*����� �� 4� +��) � ���)���	� ��B�����E

4
	�

� L F�� 
0�G4

	�

�

4
	�

� L F�� 
0�G4

	�

� L F�� 
0�G

�4
	�

�

4
	�

� L F�� 
0�G4

	�

� L F�� 
0�G

�4
	�

�

4
	� 

� L F�� 
0�G4

	���

� L F�� 
0�G

�4
	�

�

%*	� �	�� �	
���� 	+ ��� 
0�� � �� %*���+��� �� )��� �*���� � 
���� �+ 
 �� ����� �� '���	��� ���
��� �� ����� �� �� ����� �*	� ������ %*���+��� 
 	 �

)�
�*��� 0� 	� �*� �������� �	���
���� �+ �*�

8���	��� ��� ���� �*�� �*	� )���� �*�� �*� ���
������� ����� ��*�� �	����	��� �	�� �� �� ����
'��'���	���� �� F�� �)�

)�
G 	��� ���
������� 	� �����)	��� �& �*� ���	� �+ �*� �)������ �� �*� �������

�	���
������
%*�� ����	��� ������� 	� ���������� � ���� )��*�� �+ ���	�� �*� )	�	)�) �+ �*� ����� ���+����

-� ��� ��� ��� �*� �K��� �+ )�)����) �	����))��	����& �	��� �*� )�)����) 	� ��	�� �' 	�
�	����	�� 	� �*	�� �*� ����	���� �*����� �+ �	�� 	� �	����	�� 	� ������ �	���� �
����� �*���� 	� �*�
)�)����) 	� �*	� �	����	���

&���� =����:���

,�*�)�� *�� ��
���'�� �� *���	��	� �*	�* ����)'�� �� ���� 	��� ������� �*� ���
����� �+ �*� �����
���+��� �� ��& '�	�� �& ����	��

Y���F G L

�
4��F GY���F � �G� 	+ Y���F � �G �L 2

�

!�
!���

� 	+ Y���F � �G L 2
F!��$G

�*���

4��F G L )	�F

!�	�

!���

!�	���

!���

� !�	�

!���

� 4��	G F!���G

%*� 	��� 	� �� �''��/	)��� �*� ����� ���+��� �	�* � '������� ��� �� ��� ��� �������	
� �
�����	���
�+ �*� ����� ��� �� �
�����	�� �+ 	� ����	��� F�*� ���� �+ �*���� �+ �*� �����G� �� 	� ����� �� ���
�*� �����	�*) �	�* �� �''�� ����� ��� �� �*� ���' �	;��

&���� ���� -�����

�+ �� ���� �*� �	����	�� 	� �*	�* �� �	�* �� �� ? �*� �	����	�� 	� �*	�* �� �	�� �*���� �*� ��	�*��
? �� ���� ���& �����)	�� *�� +�� ����� �*� �	����	�� �� �	�* �� ���
��� -� �*���+��� �*���� �

���� �+ 0 	�

1	���
 L 1	�
 N 0	�
�	�
 F!���G

	� ����� �� )	�	)	��
�F0G L �F1	�
 N 0	�
�	�
G F!��#G

-� �*�� . �� � +����	�� �+ 0 	� ,	���� !���� �+ �� ����� �� � '�	�� � ��� *�
� '�	��� � ��� �
���* �*�� �F�G � �F�G ��� �F
G � �F�G �*�� 	� +������ �*�� �*��� )��� �� � )	�	)�) ������� �
��� ��  � �� ��� �� � '������� �� �E � ��� � ��� �*���� �*� )	�	)�) �+ �*�� '������� �� ��� ��
��� �� ��� �*���� � �+ �*��� +��� '�	��� F��� �+ �*	�* )��� �� �G �*	�* ���� ���	�+& �*� ���
�
�����	�� ��� 	������ �*� '������� ���	�� ��� )	�	)�) ���	���



#� ���	��
 �� ��!���
&� �����
�� �������

a

c

b d

E

lambda

,	���� !���H %*� ����� +����	�� �� � +����	�� �+ 0� %*� F�������G ����� +����	�� 	� �*��� �� �
���	� �	��� %*� ����� '������� 	� �*��� �� � ������ �	�� �	�* )	�	)�) 
���� �� ��

Contours of Equal Gradient

g(t-1)

g(t)

g(t+1)

with respect to lambda
 of E

,	���� !���H �+��� )	�	)	�	�� ����� 	� ��� �	����	��E �*� ��� �	����	�� �+ +������ ������� 	� '��?
'���	����� �� �*�� ���� ���
������ %*	� ����� �� � ;	�;���	�� �''����* �� �*� )	�	)�)�

&���# %��1����� ���	�����

��� �� )��� ��� � )��*�� �� ��� �*� �	����	�� � 	� �*	�* �� �����* +�� �*� )	�	)�)� ��� ����
����)'� )	�*� �� �� ��� �*� ���� F)	�	)�) �����G '�	�� ����� ��� �	����	�� ��� �*�� ����� +��)
�*��� �� ��� �*� ���� '�	�� ����� �*� +������ ������� �	����	�� +��) �*�� '�	��� 8���
�� �� �*���
	� ,	���� !���E �� ��� �*�� �*	� ����� �� ;	�?;���	�� ��� �� �*� )	�	)	���	�� �+ �*� ����� +����	��
'������� 
��& �����&�

-� ��B�	�� �
�!����� �� ���?	����+��	�� �	����	���H �� �*���� �*� �	����	�� �	���
 ���* �*��
�*� ��)'����� �+ �*� �	����	�� �	�
 	� F�''��/	)����&G ����������

%*� �������� �+ �*� 
��	��� ����'��'����	�� )��*�� 	� ��� '����& �� ����� �� �*� 	�������	��
������� �	K����� ����	����� %*�� �*� )��*�� ;	�?;��� �� �*� )	�	)�) �+ �*� ����� ���+���� %*�
���������?����	��� )��*�� �
�	�� �*	� '�����) �& �����	�� �� 	������	��� �����	���*	' �������
�*� �	����	�� �+ �*���� 
����� ��� �*� ����	��� 
������ %*� )��*�� 	�

� 5�������� �*� ����	��� 
����� � +�� �*� ����* �+ '������� �� ������ 5��� �*	� �F2GE �*� 
����
�+ � �� �	)� 2 ��� ��� &F2G L �F2G�

� A'���� �*� ��	�*�� ������	�� ��

Y1F�G L 
F�G&F�G F!�!2G

� 5�������� �*� ��� ����	��� 
����� �F�N�G �	�* �*� ����� )��*��

� 5�������� �*� '���)���� ?F�G F��� �����G�



��'� ����� ���� ����
� �

�
 
������
���
�� #!

� 9���������� �*� ��� 
���� �+ & ��	��

&F�N �G L ��F�N �G N ?F�G&F�G F!�!�G

� 9�'��� +��) ���' 
 �	�� ���
�������

%*� ���' ��+� �������� 	� �*� ��������	�� �+ �*� '���)���� ?F�G� %*	� ��� �� ���� 	� � ��)���
�+ ��&� ��� �*� )��� ��))�� F��� ��� �+ �*� ���	���G 	� �*� ,����*��?9��
�� +��)���

?F�G L
�� F�N �G�F�N �G

�� F�G�F�G
F!�!
G

%*� ��������	�� �+ �*� '���)���� 
F�G F�*	�* 	� �B�	
����� �� 0 	� �*� ���� ����	�� 	� �*�� 	�
�����)	��� *�� +�� � ��)' �	�� �� )���G 	� ���� �� )	�	)	�� �*� ���� +����	��

�F1F�G N 
&F�GG F!�!�G

�� �	�* �*� ������ )��*��E ���
������� ��	�� �*	� )��*�� 	� )��* +����� ��� ��)'����	�����&
)��� �/'���	
��

��;  ���� 4��� �<���� .���� 5����������	��

,	����& 	� 	� ����* ����	�� �*�� )��& ����)'�� *�
� ���� )��� �� ���	
� �*� (5� �����	�*)�
��	�� �� ����� ������� )��*��	�)� 5���	��� �*� �����	
� +������� ������ �	������� 	� 5*�'��� ��
%*�� ��� �� �	�* �� )	�	)	�� �*� �����E �E �� 0 �+��� �*� ���'�� ������:� ���	
��	�� 	� ���������

-� �	�* �� )	�	)	��

@F7G L
�



���F���7G L

�



���F0�77�0G��7G F!�!�G

�*��� � 	� �*� 
����� �+ ���
5���	��� �*� +�� ��)'����� �+ �*� �����������	�� �����E �� �

�� L �� �
��
���

���1��0 F!�!!G

�*���E �� ��+���E 1� 	� �*� 
����� �+ ��	�*�� 	��� �*� ��� ���'�� ������� %*�� �� �	�* �� ���
����	����& '�	��F�G �+ �*� ���	
��	
� �+ @F7G 	��� �*���

<@F7G

<1�
L

��
���

��
<��
<1�

L 2 F!�!$G

���E
<��
<1�

L ����0� F1��0GS2� 2� ���� �� 2� ��2T� F!�!�G

�*��� �*� ���� 
����� *�� � � 	� ���& �*� +�� '��	�	��� %*��E

<@F7G

<1�
L �

��
���

F�� �
��
���

���1��0G�����0N1��0S2� 2� ��� �� 2��� 2T� G


L �F0�7�70G1��0� F0�7� �70GF1���G�� F!�!�G

%*	� ��� �� ���� 	� �*� ����� ��& 	� �*� ����	��� ������ �����	�*)

Y7 � <@F7G

<7



#$ ���	��
 �� ��!���
&� �����
�� �������

�� �	
� � �����	�� ����

Y7 L 0�0F��7�
7G7 N F0�7�70GF70G� F!�!#G

��� �*	�� �*	� ���� �B���	�� 	� ��� B�	�� �*� �����	�*) �� *�
� ���� '��
	����&E @� *�� �*���
�*�� Q�� �*� �
�����RE �*� ������ '������ �+ ��� �����	
� +������� �����	�*) F�� �B�	
������& ���:�
����'��� �����	�*)G ��� �*� ���
� �����	�� ���� 	� '��	�	
�� %*�� Q�� �*� �
�����RE �*� �����	
�
+������� ������� ��� �� �*���*� �+ �� )	�	)	�	�� �*� ���	����� �� 0�

�� �*���� �� ������ �*�� �*	� 	� ��� �*� ���& ��& �� ����)'� �� ���	
� � (5� �������H �� �����
+�� 	������� ����)'� �� ���	
� � ������� �*	�* )�/	)	��� 
��	���� ����� �*� �������	�� �*�� �*�
������� ��	�*�� *�
� ��	� �����*�

���= -������	��

�� �*	� �*�'��� �� *�
� ���� � ��)��� �+ �	K����� +������� �����	���� �	�* ���	�� �� ������	
�
+����	�� ��� ��	�� �*� ��	���	�� �+ �'�	)	�	�� �*	� +����	�� �� �����)	�� �*� ������ �+ ���'�	��
�+ �*� ��	�*�� �+ �*� ��������  �)� �+ �*��� )��*��� ��� ��)��	)�� �����	��� �� ����'��
	���
�����	�� ��� 	� 	� )��� �������� �� ����� �*�� �*� )��*��� 	�
��
� ��)� +������� �+ ���+?��'��
	�	���

�� �*� ��� ����� �+ ������ ��� 8	����:� �6�/ ��� 7�& ��� (*	��	'�: 5����/���� �������E ��
������ �� �/'�	�	� �'�	)	���	�� �+ 	�+��)��	�� �*�����	��� ������	
�� �*	�* ��
� +���	���	�� 	��	�*��
	��� �*� ��'��	�	�	�� �+ �*� �������� ����������

,	����& �� *�
� ������ �� ��� )��*��� �*	�* ��� ���� �� B�	���� �*� ���� �+ ���
������� �+
��'��
	��� �����	�� )��*��� �	�*��� �K���	�� �*� �������	���	�� �*�������	��	�� �+ �*� ��������
��	�� �*�)J 	� ������� ���* )��*��� ���� �� �� ��)'����	�����& �/'���	
� ��� �� )����� ��
�'��� �' �*� ���
������� �� �*� �'�	)�) 
���� �+ �*� ������	
� +����	���



������� 


�	����
���� ��	����	��� ��
����

!�� "(� "������ �	�( %�	��	$�� -�&$������

,	���� $�� 	���������� ��)� �	���
������� �+ ����)'�	�� �� ��� (�	��	'�� 5�)'������ �� �	���
��
�*� 	�+��)��	�� 	� ����� %*� ��' �	����) �*��� � �	����	�� 	� �*	�* �*��� 	� � ���?�	���� ��?
���	���*	' ������� �*� 
��	�����J �*� �����) ��� �*��� � �	���	���	�� ����	��	�� �+ ��� �	��	���
���?�	���	���	����

9����� ���� �*�� (5� 	� � �	���� �'����	�� ��� �� �*� '�	��	'�� ��)'����� �	����	��� ��� ���
����	�*� �	���� %*�� 	� �*� ���� ����E �*� ���� (5 ����� +��) � �*��� �+ �*� �	������ �	���	���	��E
�*	�� 	� �*� ������ ����E �*� ���� (5 ����� �� � �	������ �+ �*� ��������� �''��/	)����& '�������
�� �*� /?�/	�� %*� ������� 	� ���* ���� 	� �*�� '������	�� �*� ���� ���� �*� ���� (5 ��)'�����&
*	��� �*� ��������� 	� �*� ���� ? &�� ������ ��� �	�*�� �*� �	������ ��'������& 	� �*� ���� ���� ��
�*��E 	� �*� ������E �*��� ��� ��� �	K����� ����� �� �*� �	���	���	��� -� �	�� ����������� �� �*�
������ �	����	�� 	� �*	� �*�'��� 	� �*	�* � �	���	���	�� *�� ��� �� )��� ������&	�� ������J �� ���
����	�� +�� ������ �����	�*)� �*	�* 	����	+& 	���'������ ������� �+ �*� �����
�� �����

%*� ������� �� ��� �	�� *�
� ���?�	���� ���	
��	�� +����	��� �	��� �*���& �	���� �������� *�
�
� 
��& �	)	��� ��� �+ ��'��	�	�	��� �� ���	�	��E �� �	�� �� �	�����	�� ��� �������� 	� �*� �����/� �+
�	����	��� ������� �*	�* ���� �� *�
� ���?�	���� ���	
��	�� +����	���H �&'	����& � ������ �	�� ���
��� �	�� � '���	����� �*���*��� *�� ���� ����*�� ��� �	�� �������� F��� �/���� � '���	����� ��	��
����G �*�� � �'��	�� 	�'�� ��
�� *�� ���� ����	����

(����  �	����	��� %�	��

������ *�� ��
���'�� � �*���& �+ �����	�� ����� �� �*� ������ �� � Q���'	�	��� ��	��	�����
��������RH 	+ 	�'�� � 	� ��������& )�� 	� ��������	�� �	�* 	�'�� � �*	� ��'������� � ���'	�	���
��	��	�����J �*��� 	� ��)��*	�� 	� �*� ������:� ��
	���)��� �*	�* 	� ����* 	�
���	���	��� � �����
�/�)'�� )	�*� �� �*� ��	��	����� �+ )��*��:� +��� ��� +��� ��� ���)�* +�� � &���� ��	)��� -�
��� ���� �*� �	)	���	�& �+ �*	� B����	�� �� �*�� ����� �& ������ ��� 8	���� F���� �*�'���G ��� ��
�	�� ��� �*�� � 
��& �	K����� ����	� �	�� �� ����� �& �*� �������*��� �	������� 	� �*	� �*�'����

%*� �&'�� �+ ����� �*	�* ��� ��
���'�� ��	�� �*� ����	�� ����� 	� �*	� �*�'��� ��� ��)��	)��
����� �� Q+�����	�� �����RH �� *�
� ���� �+ �	K����� �&)���� ��'������	�� �*� �	K����� '���� �+
�*� ��
	���)��� ��� �*� ���������� �+ � '���	����� 	�'�� 	� �	)'�& �*� '������ �+ '�����	�	�	�� �+
�*� 	��	
	���� ���� �&)�����  � 	+ ������ � ��&� �*�� 	� *�� 	����	��� � �*��' ��� ������ 
 ������
�*�� 	� *�� 	����	��� ���������E �*�� '������	�� � ����� �*��' �� �*� ������� �	�� ����� ������� �
��� 
 �� ���* ���� ���� ���* � ���	�� �*���� �� 	�
���	���H 	+ �� ���� �*� ���� �� �*���� �� ����
�� �� �� �*� ��
	���)��� ��� 	����	+& '���	���& �*� 	�'�� �*	�* ������ �*� ���� �����	�� +��) �*�
��������  � �*�� �� ��� ������� � ��� 
 ��	�� �� ���� �*�� 	� ��� ��� �� � ����� �*��'�

-� �	�� )�	���	� � ����� �������	�� �	�* '�&�*����	��� '�	��	'��� �*	�* �*���� ������� �*��
�� ��� ��	�� � �	����	����& '����	��� ���� ���* �� �*� 8��� ����� -� *�
� ���� �*�� �*� 8��� ����
�	�� �/����� 	�+��)��	�� +��) �*� ��
	���)���� -*�� �� ���� �� �� 	� )��	+& �*� 8��� ���� ��

#�



#� ���	��
 �� 
����
��
�� 
���	������ ���
���

-2

0

2

4

6

8

10

12

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12

"circ.dat"

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

2.4

-15 -10 -5 0 5 10 15 20

"twodists.dat"

,	���� $��H %�� �	���	���	��� �*��� (�	��	'�� 5�)'����� ����&�	� ���� ��� ��� �*� ��������� 	�
�*� ����H 	� �*� ���� �	���	���	��E �*� ���� (5 ����� �� �� ��)��� *��	;����� �*��� �+ �*� ���J
	� �*� ������E 	� ����� �	� �� �*� �	������ �+ �*� ����������  � '������	�� ���� �	�*�� '�	��	'��
��)'����� �/	� ����� *	�� �*� ��������� 	� �*� �����



���� ���	��
�
&� ���
�
�� ##

Sample 
input 
patterns

Output
Patterns

,	���� $�
H %*� ��' �	�� �*��� ��)'�� ���� F	�'�� 
�����G '�������� �� �*� �������� %*� ������
��&�� �*��� �*� 	���'������ ������� �*	�* �� *�'� �	�� ���� �� �*� �������:� ���'����� �+ �*	� 	�
��E 	� *�� ������& 	����	��� �*� ���'	�	��� ��	��	������ �+ �	����

�*�� ���* ������ ���'���� �� � '���	����� ��� �+ 	�'��� �*	�* 	� ��	B�� �� 	����+� ��� ��& �� ��
�*	� 	� �	�* ��)'��	�	
� �����	���

(���� 3 �"����� 
�����
���

�+��� 	� ���	��	�� ������ ������� �������*E �� ������ ���	��	�� ���� ��� ��� ��� �������� �� �*�)
��+��� ����)'�	�� �/'��	)���� �	�* ���� ����� ����� %*� ��
������� �+ ���	��	�� ���� ���

�� -� *�
� )��� ������� �
�� ��� ����� 9��� ����� ���� 	� �+��� ��	�& �	�* ����	��� ���E 	�
���	�	��E �� ��� ���� ���&	�� �� �*� �Æ���& �+ ��� ��)'�	�� )��*����


� -� ��� )��� ���	�& ���������� ��� �������� -� �	�� ������ ���� �	�* �*� �'��	�� �	) �+
�	�	�� ��� ����������	�� �+ �*� ��������

�� -� ���� �*� ������� �� *�'� �� ��� +��) ��� �������� ��� ���� *�� ���� �'��	�����&
������� �� *��' ���� � '���	����� *&'��*��	��

�� -� ��� ������� �*� )���	���� �+ ��� ���� ���� -� �	�� ��� � �	)	��� ��)��� �+ ��'��������	
�
��)'����

%*� 	�'�� ���� *��� ����	��� �+ � �B���� ��	� �+ 	�'�� 
����� �*��� �� L � 	+ �*� ��� �B���� 	� �����
��� 2 ��*���	��� 8���
�� �*� '������� ��� ��� �����) '�������H ���* 	�'�� ����	��� �+ � ��)���
�+ �����)�& �*���� *��	;����� �� 
���	��� �	���� %*� ������� )��� 	����	+& �*� �/	������ �+ �*���
�	���� %*� 	)'������ �*	�� �� ���� 	� �*�� ���* �	�� ��� �� ����	����� �� �� 	���'������ ������ �+
�������	�� � '	/�� �� �*� ��	�H 	� )�& �� �*�� � '���	����� '	/�� �	�� �� ��	�� ��������� �& ���*
� *��	;����� ��� � 
���	��� �	�� �� �*� ��)� �	)� ��� �� ���� �� 	����	+& ���* �+ �*��� ��������

%&'	����&E �� �� �M� ��	�E ���* �+ �*� �$ '���	��� �	��� ��� ����� �	�* � �/�� '�����	�	�& �+ �
�

	���'�������& +��) ���* �+ �*� ��*���� %*� ���� ��� �*�� 	� *	�*�& ��������� 	� �*�� �*��� �/	���

�� '���	��� '������� ��� �� ��� ���& ��	�� �� )��� 
�� �+ �*���� -� �	�� �&'	����& *�
� �$ ���'��
������� �*��� �	) 	� �� 	����	+& F�� ���'��� �'�	)���& ��G ��� �+ �*� 	�'�� �	���� %*�� +��) ��&
'������ ��)'���� �+ ��)� �+ �*� ��� �+ �$ �	���E �� ��� 	����	+& �/����& �*	�* �+ �*� �$ �	��� ����
���� �� ������ �*� '������� ���� �*� +�����	�� ������ �+ �*� ���	�� �� ��� ����	�� +��H ������� �E
� ��� �2 �	�� ��� 	+ ��� ���& 	+ �*� 	�'�� 	� ��)'���� �+ � '������ +��) ������� �E� ��� �2� ����
���� �*� ����:� ��
���	�	�	�&H �	
�� �*�� ������� �E� ��� �2 ��� ��	�� �� ��� �������� �*� 	�'��
���� �/����&�

�+ �� ��� � '�	��	'�� ��)'����� ��� �� �*	� ����E ��� ���� '�	��	'�� ��)'����� �	�� �� � �)���
)���	���� ��	+��) 
����� �
�� ��� $� '��	�	���� 	��� �� ��� � ������ �)���	�� �+ �*� '������� �*	�*
���� ��� ��
��� *�� ���* '������ ��)� �� �� +��)���

!�� -�&$��	�	
�  ����	��

��� �+ �*� ���?�	����	��� ��'���� �+ �*� ���	� 8���	�� �����	�� ���� 	� �*�� �*��� 	� �� �	)	� �� �*�
�)���� �+ ��������� �*	�* )�& �� �	
�� �� � �&��'��� %*	� 	� �� ���� �	�* ���� ������ �����* 	�



�22 ���	��
 �� 
����
��
�� 
���	������ ���
���

�*�� 	� 	� ���	�
�� �*�� �*��� 	� � �	)	� �� �*� ��)��� ��� �Æ�	���& �+ �&��'��� '�� ������� ��
��*�� �����E �*��� ��)�� � '�	�� ���	�� �����	�� 	� �*	�* 	+ ��� �&��'�� 	� �� �� �������*����E
����*�� )��� �� ��������� %*	� 	� ������& )������� �� � ��)'��	�	�� +�� ����������

�� ��)'��	�	
� �����	��E �*��� 	� � ��)'��	�	�� ������� �*� ���'�� ������� �+��� �*� ���	
	�&
�+ ���* ������ *�� ���� ���������� ��� ���& �*�� ������ �*	�* �	�� �*� ��)'��	�	�� 	� �������
�� ����  ��* ���'�� ������� ��� �+��� ������ 1
�������-���(( ��	��� %*� �	) �+ ��)'��	�	
�
�����	�� 	� �� 	������
<� �*� ���� �& +��)	�� 	(������� 8���
��E �� �	�* �*� 8���	�� �����	��
��������E �� '��
	�� �� ������� ������ F	��� �� ������	�� 	�+��)��	��G �� �*� �������� �� )���
���+?�����	�� �� �*� ���	� �+ �*� ��������� �+ �*� 	�'�� ����� %*� )��*�� ����)'�� �� ������ �*��
�*� �	)	���	�	�� �+ 	�������� �	�*	� � ����� 	� �� ����� �� '���	��� �*	�� �*� �	K������� �������
	�������� �+ �	K����� ������� 	� �� ����� �� '���	����

(���� -�
��� %�
������0� ��������

%*� ���	� )��*��	�) �+ �	)'�� ��)'��	�	
� �����	�� 	� �� ��� � �	��	�� ��	� ��� �'���� 	��
��	�*�� �� )��� 	� )��� �	���& �� �	� 	� +����� �*���� � �	)	��� 	�'�� �� �	
�� �� �*� ��������
-� ���� *�
� �*� ���	
	�& �����+�� �B���	��

�� L
�
�

����� �
�

�*	�* 	� +������� �& � ��)'��	�	�� ������� �*� ���'�� ������� ��� �*��

Y��� L 
F�� � ���G� +�� �*� �	��	�� ������ 	

���� �*�� �*� �*���� 	� ��	�*�� 	� � +����	�� �+ �*� ��������� ������� �*� ��	�*�� ��� �*�
	�'��� %*	� ���� �	�� )�
� �*� ��	�*�� �+ �*� �	��	�� ������ �	�����& ������� �*� 	�'��� �+ ����
��'������& �
�� � �	���	���	��E �*� ��	�*�� �	�� ���� �� �*� )��� 
���� �+ �*� �	���	���	�� �	���
Y��� � 2�� ��� � �F��GE �*� )��� 
���� �+ �*� +�� 	�'��� -� ��� �������& �����	�� �*	� ����
�� � 
��	��� �+ �*� 8��� �����	�� ���� 	+ �� ����� �*�� �� L� +�� �*� �	��	�� ��� ������ ��� �� L2
��*���	��� %*�� �*� �����	�� ���� ��� �� ��	���� Y��� L 
��F������G 	��� � 8���	�� �����	�� ����
�	�* ��	�*� ����&� � ���)���	� ������& 	� �+��� �	
�� �� �	� ����������	�� �	)'�� ��)'��	�	
�
�����	��� 5���	��� ,	���� $��H �� *�
� ��� ����'� �+ '�	��� �&	�� �� �*� ���+��� �+ �*� �'*���
��� �*� ��	�*�� �+ �*� ������� ��� ��'�������� �& �*� ��� ���		� %*� ��	�*�� *�
� ���
����� ��
�*� )��� �+ ���* ����' ��� �	�� �� ���� �� �����	+& ��& +����� 	�'�� �� ��� �� ��*�� ����'�

� '�����	�� '�����) �	�* �*	� �&'� �+ �����	�� 	� �*�� ��)� ������� ��� ��)� �� ��)	���� �*�
'������ 	��� �*� ��)� ������ ����	���� �� �	� ��� �+ �*� �	)� �*	�� ��*�� ������� F���� �������G
��
�� �	�� -*	�� �*	� ��� �� ���	����� 	+ �� �	�* �� '�����
� ��)� ������� +�� '���	��� ��� ����
�+ 	�'�� '������� 	� ��� �� �����	����� 	+ �� �	�* �� ��
���' �*� )��� �Æ�	��� ������ ��������
�� '�&� 	� �*	� �	����	�� �� ������ �*�� ��� ��	�*�� ��� ���)��	��� �� ��� �	)�� F��� �� ������&
�� �*� ���+��� �+ �*� �'*���G �� �*�� ��� ������ 	� ��� ���� �	��	�� ������� 	� *�''��� �� ��
������� 	� )���	���� �*�� �*� ��*���� ����*�� '���	�	�	�& 	� (��-� (����
�� �*��� �*� �	��	��
������ 	� �'����� ��� �� ��� �& � ������ �/���� ��� ��� ��*�� �������� %*	� ���������� ��� �������
�� )�
� �� �*� ����� �*��� �*� 	�'�� 
������ ��� �� �� +����� %*� �)���� �+ �*� ���� ��� ��

��	�� ���	�� �*� ������ �+ � �	)����	��� ����*�� '���	�	�	�& 	� �� *�
� � 
��	���� �*���*��� �� �*��
������� �*	�* *�
� ��� �+��� 	� �*� '��� *�
� � *	�*�� �*���*��� �*�� ��*���� %*	� 	� ��)��	)��
����� �� �����	�� �	�* � 	���	
��	�� ,	����& ��	�� 	� �*� 	�'�� 
������ ��� *��' 	� �*� 	�	�	��
�''��/	)��� ��	�*� �����	�� '������ �	�� �� ��� �''��/	)��� �����	���� �� ����� �� ������	��
��*����� 	� *��'+���

!�� ���	90���	�� ��� -�&$��	�	
�  ����	��

(���� -����� %�	���

8���; �� �� '�	�� ��� �*�� �	)'�� ��)'��	�	
� �����	�� ����� �� �*� �����	�� �+ ����������� �����E
�*� '��
���	�� ������ �*	�* ����� ��� 	+ ��� ���& 	+ &��� �����)��*�� *�
� 	� �	�*�� %*� )����



���� ���
#����
�� ��� ���	��
�
&� ���
�
�� �2�

Radii
(Weights)

Cluster ACluster B

Centre (origin)

,	���� $��H %*� 	�'�� 
������ ��� ��'�������� �& '�	��� �� �*� ���+��� �+ � �'*��� ��� �*� �	���
��'������ �*� �	����	��� �� �*	�* �*� ��	�*�� *�
� ���
������ .��* 	� '�	��	�� �� �*� )��� �+ �*�
����' �+ 
������ ��������	�� 	��

x

x

y

y

w
1

2

1

2

Inputs Outputs
q

feedforward
weights

feedback
weights

,	���� $��H ,���	��:� ���� )����H �� *�
� +���+������ ��	�*�� +��) 	�'��� �� ���'��� ��� �*��
+������� F�� �������G �������	��� ������� �*� ���'����

�	Æ����& �	�* ���* ������� 	� �*�	� ���� �+ ����������H 	+ &�� ���� &��� �����)��*�� ����E �	�� &��
��
�� ���	� ������	�� &��� �����	�� �� ���	�	��E �� �*���� ���� �*�� 	+ �� *�
� � �����)��*��
����� �� ��� ���& ������	�� � �������	�� �*����� 	+ �� ��� ��	�� � �	���& ����E �� ����� �	��	���	�*
������� 
� �������	���

 � �	)'�� ��)'��	�	
� �����	�� ����� �� � �	���� ������ ��	�� 	� ���'���� �� �� 	�'�� '�������
�� �*� ��*�� �/���)�E �*�� � ����� ��)��� �+ ������� ��� ��	�� +�� ���* 	�'�� '������E �����B����
��&��� *�
� �� ���� )��* *����� �� 	����	+& �*� 	�+��)��	�� ��	�� '�������� �& �*�� ��&���  � 	+
��� ��&�� 	� ���� �� �����	+& � +��� 
� �������	��E 	� )�& ����� � 
��& ��)'��� ��'��������	�� ���
)��� �*� �����B���� 	����	����	�� �+ �*� 	��	
	���� �������	�� �	Æ�����

,=���	>�� *�� ��������� �*�� �� �''��'�	��� ��)'��)	�� ������� �*��� ��)'��	�� �������	���
����� �� �� *�
� �*� ������� 	� � ��&�� +��)	�� � �'���� ���	�� �+ �*� 	�'�� ����� 	��� ���*
'������ 	� ��'�������� �& � ��� �+ ) ��	�� ������� �*��� 3 � � ��� 3 		 �E �*� ��)��� �+
������� 	� �*� ��&��� 8� ���	�
�� �*�� ���* � ��'��������	�� '�����	���& ������ �K �*� ������� �+
	�������� ��'��������	���� ��'��	�& �� �� *�� �	�* � �	���	����� ��'��������	�� �	�* �*� �	)'�	�	�&
�� �� *�� �	�* � ��)'�����& ����� ��'��������	��� �� 	� �*	� ������� ������� ���'����	�� F�� �*��
� ��� �+ ���'�� ������� ��� ��'������ �*� 	�'�� '������ �*	�* 	� ��������& ��	�� '��������G ���
��)'��	�	�� F�� �*�� ��� ��� ���'��� ��� ���� �� ��'������ ��� '�������G �*�� ���)� ��������& +��
�*� �/�����	�� �+ ���	��� +������� �+ �*� '�����)�



�2
 ���	��
 �� 
����
��
�� 
���	������ ���
���

(���� 56��	�7��2� -���� '�	��

%*� )���� �	K������ ������� �*	� )���� ��� ,=���	>��:� '��
	��� ���� 	� �*�� �*� ������� ��� ���?
�	���� ��	��E ���* �	�* �� ���������� �*���*��� �
�� �*	�* 	�� ���	
��	�� )��� �� ��+��� �*� ������
��� ���� �� ����� �� ��� � �'���� ���	��E ���* ������ ��	�� �� ���' 	�� '�����	�	�& �+ ��	�� ���� �&
������	�� 	�� ��� �*���*���� �+ � ������ *�� ���� ��	�� +��B�����&E 	�� �*���*��� �	�� 	������� ��
)��� 	� )��� �	Æ���� +�� �*� ������ �� ��� 	� �*� +�����J 	+ 	� *�� ���� ��	�� ���& �����	�����&E 	��
�*���*��� �	�� �������� )��	�� 	� ���	�� +�� �*� ������ �� ��� 	� +������ %*	� )��*��	�) ���� *�
�
��)� �	��	��� '����	�	�	�& 	� �*�� ������� �� ����)� *��	������ �� 	�'��� ��� ���' ���'���	�� ��
�������& �� ��'����� ���� �+ 	�'���� �� ��
	��� �/�)'�� �+ �*	�* &�� �	�� �� ����� 	� &��� �����	��
�*�� &�� �)���� +��) � ���� ��
��� 	��� ����� ��&�	�*�J 	�	�	���& &�� �	�� �� ��	���� �������
�*��� 	� ��� )��* ��
	���)����� 	�+��)��	�� ��	�� '�������� �& �*� ������� 	� &��� ���	��� %*	�
�K��� ���� �	��''���� �� &�� ����)� ���� �� &��� ��� ��
	���)����

"�� �*��� �� � 	�'��� ��� ) ���'�� ������� F�*� ��'��������	���� ��&��G� %*��

�� L �F

��
���

.���� N

��
���

����� � ��G F$��G

�*��� .�� 	� �*� ��	�*� �+ �*� +���+������ �������	�� +��) �*� +�� 	�'�� �� E ��� 	� �*� ��	�*� �+
�*� ������� �������	�� +��) �*� +�� ���'�� ������ �� �*� ��� 	� �*�� ��&�� ��� �� 	� �*� ����������
�*���*��� +�� �*� ��� ���'�� ������� ���* ���� �+ ��	�*�� ��� �*� �*���*��� ��� ���������� �&
��)'��	�	
� �&'� �����	��H

Y��� L

� �4F���� � ��G 	+ � �L +
2 	+ � L + �� ��� 	 2

Y.�� L ?��F�� � .��G

Y�� L 7F�� � �G

�*��� 4� ?� 7 ��� ���������� �����	�� ������ %*� +���+������ ��	�*��E .�� E ��� �	)'�� ��)'��	�	
�
�����	��� %*� ������� �����	�� ���� +�� �*� � ��	�*�� �	�� ����	�	�� �*�� �F����G L ��� 	��� ���* '�	�
�+ ��	�� �	�� ���� �� ��� �����*�� � �/�� '��'���	�� �+ �*� �	)�� %*	� ���� �	�� 	������� �	�* �*�
���� �*	�* �*����� �*� �*���*���H �*� ���� ���) �K��� �+ �*	� ���� �*���� �� �� ��� �*� �*���*���
�� �� � ��� 
���� �� ������ �F��G L �� �& �*���	�� �*� 
���� �+ ' �''��'�	����& �� ��� �����)	��
�*� ��
�� �+ �'�������� �+ �*� ��	�� '������� ,�� �/�)'�� ��''��� � L �

�� � .��* ������ �	�� ���
����� �

�� �+ �*� �	)� ��� �	�� ��� �� �*� ��)� �	)� �� ���* �+ 	�� ��	�*����� ����� �
��� �+ �*� �	)��

 � 	+ �� *�
� !22 ���'�� �������E �*�� ���* 	�'�� '������ ����� ��	�	� � ���'���� +��) ����� !2
���'�� ������� �*	�* 	� � �	���	����� ��'��������	�� ��� ��� � �����)��*�� ���� ���'���� ��� ���
	� �*	�* �*� ��)��� �+ ������� ��	�� �� ��& ��� �	)� 	� )��* ���� �*�� �*� ��)��� �+ ���'��
��������

(����  
���
�������� �������

,=���	>�� �������& �����	��� *	� +���+������ ���� �	�* �*� �	K�����	�� �B���	��

����
��

L �F
��

���

.���� N
��
���

����
�
� � ��G� ��� F$�
G

�*	�* 	� 
	��	�� �*� ������ �� � �&��)	����& �*���	�� ������ ���'���	�� �� � )	/���� �+ +���?
+������ 	�'��� ��� ������� 	�'��� �*	�* ��� �*�)���
�� �*���	�� 	� �	)�� �� ��� �� �*��� �*��
E '��
	��� �*� +������� 	� �&))���	�E �*� ������� 	� ���������� �� ������ �+��� � ��	�+ �����	����
,=���	>�� �	)������ �*	� �����	��� �& ��)��	����& ���
	�� �*� �	K�����	�� �B���	���� 8� ���� 	�	�	��
����	�	���

��� F2G L �F
��

���

.���� � ��G F$��G



���� ���	��
�
&� ����
�� ���
�
�� �2�

������� ���'�� ��'�� '������
�222222222222222 �
2222�22222222222 	 �� U
22�22��22222�222 4

%���� $��H  �)� �+ �*� ����� +���� �& ,���	��:� ������� �+��� ��	�� '�������� �	�* �222 ��������
� �''���� +��B�����& 	� �*� ��/� ��� �� � ���� � �)��� ��)��� �+ ��	�� ������� �*	�� 4 �''����
	�+��B�����& ��� �� ��� ��� � ������ ��)��� �+ ��	�� �������� ���� ���� �*�� 	 ��� U �*��� � �����

�	�* �*� +����	�� +F�G �B��� �� �*� ���	��	� +����	�� �
��
��	�),
 � %*� 
����� �� �*� ������ ����� ���

��� ������� �� � �� 2 ��'���	�� �� �*��*�� ��� � 2�! �� ���� ,���+������ ��	�*�� ��� 	�	�	���&
�����) ��� ���)��	��� �� �*��

�
� .

�
�� L � ��� �*� +������� ��	�*�� ��� ;����

� ������� �*�� &�� ��'��� �*	� �/'��	)��� ��� �� ��� ��)��	����& �	)����� �*� �����	��� ���
�'����� � )��*�� �*	�* ������� ��� ���'�� �����)�& �� � �	)� �� �'����� 5���	��� +�� � ���
��)��� �+ 	�����	��� F
 �� �2 �� �22WG ��� 	�
���	���� ����� �*�� ����	�	��� �*� ������� ���
������

(���# /������

�� �*� �/'��	)����� ���� �	������� '��
	����&E �*� ������� ������ �� ��� �*� �	��� �� �*�� �*�
+���+������ ��	�*�� )���* � �	���� '���	��� �	��� %*� ���� ��������� 	� �*	� ���� 	� �'�	)�� 	�
�*�� �*��� 	� �� ���������& ������� ������� ? �
��& ������ ��'������� � �	K����� �	�� ? ��� ���
	�+��)��	�� 	� �*� 	�'�� 	� '�����
�� ? �*� ��� �+ ���'�� ������� �	�� 	����	+& �/����& �*	�* �+ �*�
	�'�� �B����� 	� �� �& 	����	+&	�� �*	�* �	��� ��� ��'�������� 	� �*� '�������

�� �/����	�� �� �*	� �/'��	)��� ��� �*� '��������	�� �+ 	�'�� '������� ����	��	�� �+ 	)����
�+ ������� '�������� 	� � �/�� '��	�	�� �� �� �M�! ������ �	�'��&� 1��	�� ���	�	�� �*� �������
���� '�������� 	� � �����) ����� �	�* �*� ��)� '�����	�	�	�� �*�� �*�& �''����� 	� � '	��� �+
.���	�* ��/�� %*� ������� ���� �� &�� )	�*� *�
� *�'�� F%���� $��G *�� &�� *���?���	���� � ����
F���� >� �� 8�K)���GH +��B���� ������� *�� +���� ���	
� �	�� �*�� 	�+��B��� ���� �	��� ��*���	��
�*� ��������	��� 	��������� �& �	)��������� +��B���� ��	�� ����� +���� �*� ����������	�� �������
��	�*�� �� 	������� 	�*	�	�	�� ������� �*� �������� ����*�� +������ ��� �*�� �� ��� +��B����
������� ���� ���	���� �� �*� ��)� ���'�� �*���* ��)� ���� ������� �	� �*��� �� ���'��� ,	����&
�*� ���� *�� �*� �	�� '��'���& �*�� �	)	��� 	�'��� ���� � ��� 3 ��� )�''�� �� �	)	��� ���'��
��������

,	����& ���� �*� 	�������	�� ������� �*� ������� ��	�*�� ��� �*� �*���*���J �*	� �	�� �� � �*�)�
�+ �*	� �*�'����

!�� -�&$��	�	
� 0���	��  ����	��

-*	�� *�� ����)'��� �� '��& �K �*� �/���)� +�����	�� �+ ��)'��	�	
� ����	�� �	�* �*� �����
�)���	�� �+ 8���	�� ����	�� �	�* � )���� �*	�* ����)'�� �� ��)�	�� ���* �K�����

5���	��� � ��� ��&�� ������� �	�* ���'���

�� L �F
�
�

�����G� �



F$��G

�*��� �F=G L �
��
�� 	�,
 ��� �� 	� �*� +�� 	�'��� %*�� ���* ���'�� ���	���� � �

� � �� � �
� � %*�

	�+��)��	�� �	
�� �& �*� ���'��� 	� '��'���	���� ��

> L

��
���

��� F$�!G

�+ �� �	)'�& �	�* �� )�/	)	�� , �� ��� ��� ����	��� ������ �� �*��

Y��� L
<>

<���
L 
� ������ F$�$G



�2� ���	��
 �� 
����
��
�� 
���	������ ���
���

��� �	��� 
� �� 	� �������� +�� �*� �*��� ��	�*� 
����� 	��� ���'�� ������ 	E �� ��� 	����� �*	�
+����� F	� ������ �*� )���	���� �+ �*� �*���� ��� ��� �*� �	����	��G �� ��� �	)'�� 8���	�� �����	��H

Y��� L 4���� F$��G

�*��� 4E �*� �����	�� ����E �����	�� �*� 
� �� +������ ��� �� ���� �*�� �*	� ������ �
��& ���'��
������ �� )�
� �� �*� '�	��	'�� ��)'����� �+ �*� 	�'�� ���� ? 	��� ��� ��� ��
��	�� �*� ��)� 	�+��?
)��	��� -� 	�������� � '�����& ���) �� �	�������� �*	� ��� �*� �	)'���� 	� �*�� �*� )��� �B����
��������	�� ������� ���'�� ������� �*���� �� �� ��� �� '���	���H 	+ �� ��� ������& ������������
���'��� �*��

�F���G L �FF����G
�G L 2 F$��G

-� ��� 	����'����� �*� �������	�� 	��� �*� �'�	)	���	�� �& ��	�� �*� )��*�� �+ "������� )���	?
'�	���H ��� �� ��& �� )�/	)	�� �*� +����	�� 0 �	
�� �&

A L > N
�




��
���

��
����� ���

0����� F$�#G

�*	�* �	
�� ��

Y��� L
<A

<���
� 4������ N

�
� ���

0���
�
�
 F$��2G

-*	�� �*��� �*�� ��� �����	�� �� �*	� F+�� �*� 0 
�����G ������ �*�� ��� 0�� ��� �B��� �� ?�� %*��
�*� ��	�*� �*���� �B���	�� ����)��

Y��� L 4������� �
�
� ���

���
 F$���G

%*	� ���� 	� ����� �� �*� 5�)'��	�	
� 8���	�� 9���H 	� 	� ���� �	�* � *��� �	)	� �� �*� �
�����
�����* �+ �*� 
����� �+ ��	�*�� 	��� � '���	����� ���'�� ������ ��� 	� ���	�	�� �� �� ��� �����
�*� ���) 	� �������� �� ����)� �����	
�� %*��� ��� �*���+��� �*��� '*���� �� �*� �����	�� 	� �*	�
�������H

=����� ���&��� ��� 1��- �� �*	� ���� �*��� 	� ������	���& �� 	�������	�� ������� ����� F�*�
���) 	� �*� ������� 		 �G ��� ��� ����� �	�� ��� �	)'�� 8���	�� �����	�� �� ����� �*� ����
(�	��	'�� 5�)'����� �	����	��� ��� ���� �*�� �*�� �*�& *�
� ���� ��E F�� ��� ��	�� ��G
�*�& ����� � ���	�� �*��� �*� �*	� 	�������	�� 	� ��� 	��	��	����� ��� �� ��)� 	�������	��
������� ���'�� ������� ���	�� �� ���� '���� ? �*� ������� *�
� ������� �*�	� ��& ��� �+ �*�
��	+��) ���	�� �+ ���� ���'����

=����� ���&��� ��� 
� ��� 
�������
��� ����� %*	� 	� �*� �K���	
� ����� �+ �����	�� +�� �*�
5�)'��	�	
� 8���	�� �����	�*)� � �	��	�� ���� ? ��� �*	�* *�''��� �� �� ��	�� �������&
? �	�� ���� �� ���� �K �*� �����	�� +�� �*� ��*�� ������ %*	� �	�� ������ 	� �	K����� �������
�����	�� �	K����� ���	��� �+ �*� 	�'�� �'����

=����� ���&��� ��� ��� ������ -*�� �*� ��)'��	�	
� �����	�� +����� F�*� ��������� ���)G
����)�� �����	
�E �� �����	�� ����� '���� �	��� �� �	)'�& )��� �*� ���� ���) 2� �+ � �&���)
���� �� �*	� �����E �*��� 	� �� ��& 	� ��� ����� 	�� ��& ��� �+ �*� ���	�� ��� �� )��� �	)'�&
���' �*� �����	�*) ��� ��������

%*� 5�)'��	�	
� 8���	�� �����	�*) *�� ��)� ������� �� ��� *��	;����� ��� 
���	��� �	��� '�����)
��� *�� '��
�� �	Æ���� �� ����	�	�� ��� 	����� �*� ������ '���)����� ���� 	� �*� �����	�*) *�
�
�� �� *��� ����� +�� � '���	����� '�����) �� ��� �*� ���� ��������



���� ����
	�� ����� ������ �2!

Input 
layer

Coding 
Layer

measurement

prediction

,	���� $�!H  ����:� )���� *�� ���	
��	�� '��'����	�� +������� ��� '���	��	�� '��'����	�� ����?
������

!�� 4���	$�� -���� 4�����

%*� �����	�*)� �	������� 	� �*	� �*�'��� ��� ��)��	)�� ����� �� Q6���	'�� 5���� 6�����R �	���
�*� �	) 	� �� �	���
�� � 
��������& �+ 	���'������ ������ �� ���������� ���* �*�� ���* 	�'�� ���
�� ��)'�����& ��������� +�� �& �*� ���	�� �+ � +�� �+ �*��� '���	��� ���������� ���� �*�� ��& ���
�+ �*� 
�� '���	��� '������� ��� �� ��������� +�� �& ��)� ��)�	���	�� �+ �*� �$ ���'�� �������E
���* �+ �*	�* ��'������� ��� �+ �*� �$ '���	��� 	���'������ 	�'����

(�&�� -���	2� '�	��

 ���� *�� +������� *	� ������	�� �� �*� ���	
��	�� +����	��� 8	� ������� 	� �*��� 	� ,	����
$�!� -� *�
� � �	���& 	�'�� 
����� ���� ��� ���� �� � ���� ��
 �*	�* 	� ��	��� �& ��	�*�� ��� �� ��
���'��O���	�� ��&�� � ��� ���� ��� ���� ��
� %*� ��	�*�� ��� �*���*� �+ �� �����	��	�� �� 	�'�� 
�����
�	�* ���	
	�& �� � ������� ������ �����)	��� �& �*� ��	�*�� 	��� �*�� ������� %*	� �*���� ��)	��
&�� �+ ��)'��	�	
� �����	�� �*	�* 	� �*� �	)'���� ��& �� 
	�� �*	� '��� �+ �*� '�������

%*� ������� ������ �*�� ������'���� �� �� ���'�� ������ �*	�* 	� 	� � '��	�	�� �� '���	��
�*� 	�'�� �*�� ������ 	� �� ������ %*	� '���	��	�� 	� �*�� �������� �� �*� 	�'�� ��&���  ����

	��� �*� ���'��� �� '��+��)	�� � 
��	�� ���� �����	��	�� ���* '���	��	�� �	�* �*� ��	�� �+ �*�

��	��� ���'�� �������H 	+ �*� ��� ������ 	� ��	�� �������&E �*�� 	� )��� �� ������� �*� 	�'��� ��
	� �''��/	)��� �*� ���� 
����� �*	�* 	� ��������& ��	�� '�������� �� �*� �������� -� ��� 
	��
���* ��	�� �� �*� '�����	�	�& �*�� 	� 	� ������ �& �� 	��) �+ ���� �*	�* 	� ����� �� �*� ��	�*�� 	���
�*�� ������� %*�� *� ������ �*� '���	��	�� �+ �*� ������� +�� �*� +�� 	�'�� 
���� ��

"� L ��
�
�

F�� ��� ���G F$��
G

5�����& 	+ ��� ��	�*��� ��)� �+ �*� ���'��� ��� ����� �� ;��� �*�� �*� '���	��	�� 	� ����� �� ;���� ��
�*� ��*�� *��� �� ���� �� � �	���� ��	�*��� +������� 	� ����� �� �E �*� '���	��	�� �+ �*� �������
���� �� ��� ? ���*�� �	�� �*� ������ ��&	�� Q�:
� +���� 	�R� %*� '���	��	�� +����	�� +�� 
1 	�'���
	� �*��� 	� ,	���� $�$� �� 	� ��)��	)�� ����� �� � ��	�&?�9 +����	�� �	��� 	� 	� � �)���*	�� �+
�*� ������� �9 +����	���

 ���� 	����	��� �� ������	
� +����	�� �B��� �� �*� ��� �	���	*��� F���	
�� 	� � �	)	��� ��& ��
�*�� �	������� 	� �*� ���� �*�'���G

�� L
�
�

��� F����"��� N F�� ����GF�� "���GG F$���G

�*��� �*� 	 ������	'� 	����	��� �*� ��� '������ ��� �*� � �*� +�� 	�'�� ������� �+ ���� ��� "���
�	)����������& �''����* � �� 2 �*�� �*� ������	
� +����	�� ����� �� ;���� �� ��� ��*�� �	)�� �*�



�2$ ���	��
 �� 
����
��
�� 
���	������ ���
���

The prediction function

0

0.5

1 0

0.5

1

0

0.5

1

,	���� $�$H %*� '���	��	�� +����	�� +�� � ��� �	)���	���� ���� ����

������	
� +����	�� �	�� �� �����	
�� � ������ ������	
� +����	�� 	� )����& �*� ��) �+ �*��� ������	
�
+����	��� �
�� ��� 	�'�� '������� ��� �*� �'�	)�� ��	�*�� ��� +���� �& ����* ����	��� �������

 ���� �*��� �*�� �*� ������� �	�� 	����	+& �*� 	���'������ *��	;����� �� 
���	��� �	��� ���
'�	��� ��� �*� 	����?��'������	�� 	� �*� ���	�	�� ���	)�H �*� �'�	)�� ��	�*�� ������ �� ����������
	���'�������& +�� ���* *	���� ��	� ��� ��� ��'������ �� ��� ����*��:� '���	��	����

�� �*� ��+� *��� �	�� �+ ,	���� $��E �� �*�� � �	���� ������ �	�* ������� ������ F�E�E�G 	�
����)'�	�� �� '���	�� �*� '������ F�E�E2G� %*� ���� 	� ��� �� 	� �� '���	�� F2�$$$E2�$$$E2�$$$G
�*	�* )	�	)	��� �*� ����� +����	��� 8���
�� � ������ ������ �	�* ������ F�E�E2G ��� )	�	)	��
�*	� ����� F	� +��� ���� 	� �� ;���G �*�� 	� ��)�� �� �	�� ���
	�� �*� ���� ������ +��� �� ����	���
���'���	�� )�/	)���& �� F�E�E�G� ���� �*�� ���* ������ *�� ���'����� �� � �	K����� '������ ���
���* 	� )	�	)	�	�� �*� ����� +�� � �	K����� '��� �+ �*� 	�'�� �'����

1 1 10 1 0

1 1 1

Inputs

Predictions0.666 0.666 1 1 00.666

0.666 0 1

,	���� $��H �+ �*��� 	� ���& � �	���� ������� ������ �� F�E�E�G �*� ���'�� ������ ������ ���'���
���������& �� �*� 	�'�� F�E�E2G �	��� �*� 	�������� '���	��	�� �+ � � �� �*� �*	�� 	�'�� ����� �	
�
�� ����� �+ )���	���� �� %*� ���� �*�� ��� �� ���� 	� �� '���	�� �

� +�� ���* 	�'��� ��� 	+ �� *�
�
��� �������E �*� ������ ������ ��� ����������� 	�� ��������� �� �*	� 	�'�� ���
	�� �*� ��*�� ������
�� ����� �� �*� '������ F�E�E�G�



���� 	
��
����
�
�� �
�
�
���
�� �2�

Predictions

Code 
Units

Prediction
Units

Inputs

,	���� $��H  �*)	�*����:� (���	����	�	�& 6	�	)	���	�� �������H 	�'�� '������� ��� ����� ������
�*� F�����G ���� �������� .��* ���� ������ +���� +������ �� ��� �*� ��*�� '���	��	�� ��	�� ���
�
� ��	 
��� .��* '���	��	�� ��	� ����)'�� �� '���	�� �*� ������'���	�� ���� ��	�:� ���'��� .��*
���� ������ 	� )����*	�� ����)'�	�� �� �
�	� ��	�� '���	�������

(�&�� ��"�� ��	 >�
��

1�&�� ��� C�)�� 
	�� �*� '�����) �� ��� �+ ���	�� � ��� �+ '�	�� '�����	�	�& ��� ����	�	����
'�����	�	�	�� �*�� F�''��/	)����&G )	�	)	;� �*� �����	'�	�� �����* �+ � ��� �+ �/�)'��� ����� +��)
�*� �	���	���	��H �*� )	�	)�) �����	'�	�� �����* ��+��� �� �*� ��)��� �+ ���'�� ������� ��B�	���
�� �����	�� �*� 	�'�� 	� �� 	�
���	��� ����� %*�	� ���� )���� ���� � ����'��'����	�� ������� �	�*
� �	���� *	���� ��&�� +�� ���������	��	��� %*�& ���E *���
��E � �����?�����'& ����� �� ����� �*�
�������& �+ �*� �����������	��� �� �*� ���'�� ��&��� A�	�� �*	� �� �*� �	��� ����E �*�& *�� ��)�
������� ��� +���� �*�� �*� ������� ������ �� ��� ����� 	� � ����� )	�	)� ����� ��V �+ �*� �	)�
	� �*	�* � '���	����� ���'�� ����� *�
� ���'���	�	�	�& +�� )��� �*�� ��� �	���

!�! %���	����	�	�# 4	�	&	���	��

 �*)	�*���� *�� ��
���'�� � ������� F,	���� $��G+�� �/�����	�� �+ 	���'������ ������� ����� ��
�*� '�	��	'�� �+ '���	����	�	�& )	�	)	���	��� %*� ���� 	��� 	� �*�� ���* '���	��	�� ��&�� F�*� ����
��&�� 	� �*� ,	����G ����)'�� �� '���	�� ���* ���� ������:� ���'�� ����� ���& �� �*� ���'�� �+ �*�
��*�� ���� ������� �*	�� �	)����������& ���* ���� ��	� 	� ����)'�	�� �� ����)� �� ��'���	������
�� '���	��� �& ��'������	�� 	�'�� '��'���	�� �*	�* ��� 	���'������ +��) �*� +������� �*	�* ���
��	�� ��'�������� �& ��*�� ���� ��������

���	�� �*�� ���* '���	��	�� ������ 	� ��������� 	� � +���+������ )����� �� ��� ���� �������
������ �*� ���� ������ �*��� ���'�� 	� 	� ����)'�	�� �� '���	��� "�� �*� ���'�� �+ �*� ��� ����
������ �� ��� %*��

�� L �F
�
�

�����G F$���G

�*��� �F=G L �
��
�� 	�,
 ��� �� 	� �*� +�� 	�'���  � 2 � �� � �� %*� ���'�� �+ �*� '���	��	��

��	�� 	� �	
�� �&

�� L
�
� ���

;���� F$��!G

 � �� ���� ���& �*� ���'���� �+ �*� ��*�� ���� ������� ��� ��� �*� ���� ������ �*	�* 	� 	� ��&	��
�� '���	��� ��� �� *�
� ��� '��� ���	�	�� F���* ��	�� ���
���	���� ����'��'G�

5��� � .��* ��� �+ ��	�*�� 	� ���	��� �� )	�	)	�� �*� )��� �B����� '���	��	�� ����� �
�� ��� ����
�+ 	�'���� 	��� �� )	�	)	��

�
�

�
�F�

�
� � ��� G

�E �*��� � �
� 	� �*� ���'�� �+ �*� ��� '���	��	��

������ �� �*� ��� 	�'�� '������ ���� �+ 	� ���� )	�	)	�� �*	� +����	��E �*� �� �	�� �*�� ��
�*� ����	�	���� �/'�����	�� �F�������  �L +
G �+ �*� '���	��	�� ��	� �	
�� �*� ���'�� �+ ���



�2� ���	��
 �� 
����
��
�� 
���	������ ���
���

Expert
network

Expert
network
     m

Gating
Network

Input data

Expert 
network
    1      2

Gating
weights

Output

,	���� $�#H .��* �/'��� ��� �*� ���	�� ������� ���� ��� 	�'�� ����� .��* �/'��� ������ �� ����
���'���	�	�	�& +�� � '���	����� ��� �+ 	�'�� ���� ��� �*� ���	�� �/'��� ������ *�� )��* ���������
�� *�
� 	� ���* �������:� ���'�� +�� �*�� 	�'���

�*� ��*�� ���� �������� -� ��� ��� �*�� �*	� ����	�	���� �/'�����	�� �	�� ��� �� �*� ��)�
�� �������& '���	��	�� �*� 
���� �+ �*� ���� ��	�� ���� 	+ �*� ���� ��	� ���� � ��� �*	�� �+ �*�
�	)� ��� 2 �*� ��*�� ��� �*	���E �*� ����	�	���� �/'�����	�� ����� �� 2���� 	� �*	� �����/��

5��� � ��� 	� �*� ������ '��� �*� ��	�*�� ��� ���	� �������� �� �*�� �*� ���� ��	�� ��� ��?
��)'�	�� �� )�/	)	�� ������	���& �*� ��)� ������	
� +����	�� �*	�* ��� '��
	����& ��	��
)	�	)	��� 	��� �� )��� �*�) �� ��'���	������ �� '���	���� ��� ��� �� ���& ���� �*����
�*� � ��	�*�� 	��� �*� ���� ��	���

%*� ��� ��	���	� ��?�
��
� �& ��*�	�� ���* ��*��� ���� �*�� ���* � ��	�*� 	� )�/	)	�	�� ���&
�*� ����� '���	��	�� ����� �*	�� ���* 
 ��	�*� 	� ��	�� �'����� �� )	�	)	�� �*� ������ '���	��	��
������

 �*)	�*���� ������ �*�� �*� ���� �
��
�� �& *	� ������� 	� B���	?�	���&H ���* ���	�� ������
	� �	�*�� 2O� +�� ���* '������ �� ���'���� �	�* � �������� 
���� �� ���* 	�'�� '������ 	� �*	�*
���� 	� 	� �	)'�& �	
	�� � Q���:� ����R ���'���� �� ���* '�������

!�' 4	/����� �) ./$����

-� ��� 	�������� � )��*�� ����� �� �*� )	/����� �+ �/'����H �*� ���	�� 	� �� *�
� ���* �/'���
F�*	�* 	� �&'	����& 	����+ � ����'��'����	�� ������ �������G ����� �� ���� ���'���	�	�	�& +�� �
'���	����� ������ �+ �*� 	�'�� ����� %*� �/'���� ��� �*�� ���	���� � ��	�*� �*	�* ��� �� �*���*�
�+ �� �*� ��������� �*�� � ���	�� ������� *�� 	� ���* �/'���:� ���'���	�	�	�& +�� ���'���	�� ��
�*�� 	�'�� �����

5���	��� �*� ������� �*��� 	� ,	���� $�#� .��* �/'��� ���� ��� �*� 	�'�� ���� ��� 	� 	����+
� ������� �*	�* ��� �� ���	��� �& ��'��
	��� �����	�� F����� �������G )��*���� %*� ���	��
������� ���� ���� �*� 	�'�� ���� ��� 	� ���	��� �& ��'��
	��� �����	��� ��� ���'���	�	�	�& 	� �� '��
� '�����	�	�& �� �*� �*���� �*�� ���* ������� 	� �*� ��� �� ���� ���'���	�	�	�& +�� �*�� 	�'���

� #
��� �����&�

� ���� ����)'� )	�*� �� �� ��� �� ����� ������� ��

�� L� �� �
�
�

����
�
� �� F$��$G

�*��� ��� 	� �*� ���'�� 
����� �+ �/'��� � �� ���� 
 E ��� 	� �*� '��'���	���� �����	���	�� �+ �/'���
� �� �*� ��)�	��� ���'�� 
����� ��� �� 	� �*� ������ ���'�� �� ���� �� ���	�� �*�� 	� 	� �*� ���	��
�/'��� �*	�* �����)	��� ��� �*	�� �*� �/'���� 	���'�������& ��������� �*�	� ���'���E���



�� � �
���
�� �� ��	�
�� �2#

%*� '�����) �	�* �*	� ����� +����	�� 	� �*�� �*	� 	��������� � ������ ���'�	�� ������� �*�
�/'���� ����	�� �*�) �� ��� �����*�� �� ��& �� ������ �*� ������  � ���* �/'��� ����)'�� ��
)	�	)	�� �*� ���	���� ������ �*�� ��� �*� ��*�� �/'���� *�
� *�� �*�	� ��& �*	�* ����� �� ���� ��
�	����	��� �*��� ��
���� �/'���� ��� ��)�	�	�� �� ���� ���'���	�	�	�& +�� ���* �����

�� ��&��"�����

-*�� �� �����& ��B�	�� 	� +�� ��� ���	�� �/'��� �� )��� �*� ���	�	�� ����� �*	�* �	���� �/'���
�*���� �� ���� 	� ���* ����� %*	� �������� �� ����� ���) �+ �*� +��)

�� L �F� �� � ��� ��G L
�
�

��� � �� � ��� �� F$���G

8��� �*� ����� 	� �*� �/'����� 
���� �+ �*� ���	���� ����� �*��� ���* �/'��� 	� �/'����� �� '��
	��
�*� �*��� �+ �*� �''��/	)��	�� �� �*� ������ ��� �*� ���	�� ������� �
������� *�� ����� �*	�
�*��� �''��/	)��	�� 	�� %*��� �	�� �� ��	�� ��)� 	��	���� ���'�	�� �	��� �*�� ����*�� �/'���
�*����� 	�� ��	�*�� �*� ���	�� ������� )�& ����� 	�� ������)��� �+ ���'���	�	�	�& �''���	��)���
��� �*	� 	� )��* ���� �	���� �*�� ��+����  	)����	��� *�
� �*��� �*�� �*	� ������� ��� �
��
� ��
��� 	���'������ ��������

-*�� �� �/'��� ������� �	
�� ���� ����� �*�� �*� ��	�*��� �
����� �+ �*� ������ �
�� ��� �/'����E
	�� ���'���	�	�	�& +�� �*�� ���� 	� 	�������� F�*� ���	�� ������� 	�������� �*� 
���� �+ ��� G ��� 	+ 	�
���� �����E 	�� ���'���	�	�	�& 	� ����������

%*��� 	� ��	�� � �	Æ����& �	�* �*	� ����� )������ *���
�� �*	�* �� ��� �*�� �� ����	��� �*�
���� �+ �*���� �+ �*� ����� �	�* �*� ���'��E

<��

<���
L �
��� F�� � ��� G F$���G

+��) �*	�* �� ��� ��� �*�� �*� ���� �+ �*���� +�� ���)� �*	�* ��� +�� ���& +��) �*� ������� ������
	� ������� �*�� �*��� ������� -*	�� �*	� 	� ����� �& �*� '�����	�	�& 
�����E 	� ��	�� *�� �� ��
����
�K��� �� ���
��������

��� #
��( 8���� $������

5���	��� �*� ����� )������

�� L � ���
�
�

��� �/' F�
�



� �� � ��� ��G F$��#G

�*	�* ��� �� ���	
�� �& ����)	�� �*�� ��� ���'�� 
������ ��� �� �����	��� �& � 0����	�� �	���	��?
�	�� ��� �� ��� )�/	)	�	�� �*� �����	
� ��� '�����	�	�& �+ �*�	� 	���'������ ��	�� �	���	���	����
-*�� �� ��� ��������� �*� ���	
��	
� �+ �*� ����� +����	�� �	�* ���'��� �� �*� �/'����: ���'���
�� ���

<��

<���
L � ��� �/' F� �

� � �� � ��� ��G�
� �

�
� �/' F� �

� � �� � ��� ��G
�F�� � ��� G F$�
2G

%*	� ���) *�� ���� �*��� �� *�
� )��* ������ '��+��)���� ��� �� �*� +��� �*�� �*� ���� +����	����
���) ����� 	��� ������� *�� ���� �*� ��� �/'��� 	� '��+��)	�� ��)'���� �� ��� ��*�� �/'�����

(�*�� 3� 
��
���

4����� �� �� '��+��)�� �� �/'��	)��� 	� �*	�* � 
���� ������ +��) � �! �'������ ���� �� ��
�	���	)	����� �& �� ���� %*�& ��)'���� �*� ������� ��	�� �*� 6	/���� �+ ./'���� ������� �	�*
� ����'��'����	�� ������� ��� �*���� �*�� ������ �&'	����& ���� ����� ��	�� �� ���� �� ���	�� %*�
������ ���
������� �+ �*� ��	�*�� 	� �*� ������� 	� 	�������	��H 	�	�	���& ���* �/'��� 	� �*� �������
����)'�� �� )	�	)	�� ��� �*� ����� 	� �*� ������� �
�� �
��& �/�)'��� %*��� 	�E �� �*	� �����E ��



��2 ���	��
 �� 
����
��
�� 
���	������ ���
���

A

A

A A

A
A

A

a

a
a

a

a
a

a

Expert 0 Expert 2

Confidence line

Discrimination line
from Expert 0 

Discrimination
line from 
Expert 2

,	���� $��2H �� �/��������� 
	�� �+ *�� �*� ���	�� ������� ��� �*� )	/����� �+ �/'���� ����
�����*��� %*� ��)��� 
���	��� �	�� 	� �*� ���	�� ��������: 
	�� �+ �*� �/'����H �� �/�)'��� �� �*�
��+� �+ �*� �	�� 	� ���	��� ���'���	�	�	�& �� ./'��� 2 �*	�� �� �*� �	�*� 	� ���	��� ���'���	�	�	�& ��
�/'��� 2� .��* �+ �*��� �/'���� *�
� � �	���� �	���	)	���� +����	�� �*	�* 	� �������� +�� 	�� ���	��
�+ ���'���	�	�	�& ��� 	��������� ����	��� �� �*	� ��& �*� ��)�	��� ������� ���� �����*�� �� �	
� �
���?�	���� �������& ������� ��������

���'����	�� 	� �*� ������� ��� ���* ������� 	� ����)'�	�� �� ���� �	�* �*� �*��� '�����) 	����+�
8���
�� � ����� 	� ����*�� �*�� ��� ������� ���	�� �� ����	
� )��� ����� +��) � '���	����� �����
�*�� �*� ��*��� ��� B�	���& ����)�� ���'���	�	�	�& +�� �*	� ������ %*	� ���
�� �*� ��*�� �/'����
+��� �� ����������� �� ����� )	�	)	���	�� +�� �*� ��*�� ��������

,	����& �� ��� �� �/��������� 
���	�� �+ ���
����� ��	�*�� 	� ,	���� $��2 �*��� �� *�
� �/'����
��� �*� ���	�� ������� ����	�� �����*�� �� )���� �*� '�����)� �� ��� �� ���� �*�� ���* �+ �*�
�������� *�� � ���	�� �+ �*� 	�'�� �'��� �*��� 	� 	� �K���	
� ��� � ���	�� �*��� 	� 	� 	��K���	
��
%*� ���	�� ������� *�� ������� �*��� ���	��� ��� ���	��� ���'���	�	�	�& +�� �*� �������:� ���'��
�� �*� �/'��� +�� '�����)� 	� �*� ���� �*��� �*� �/'��� 	� �K���	
��

!�* "(� %�	���# -������	��

(���� ��� ������0� ������� ��	 5����� 3���"���

5*����� ��� ,&+� *�
� �*��� �*�� � �	)'�� �*���� �� �*�  ���'��� �����	�*) ������� 	� � �������
�*	�* �	�� ��� �*� 	���'������ ��)'������ �+ �*� ���� ����H �� �	)'�& �� ��� ����� �*� ��	�*��
�� �� �����	
�� %*� ���	����� +�� �*	� ���� 	� �*�� ������� ��� 	�*	�	� ��*�� ������� �� �/�	��
��*�� ������� ��� �*�� ������ *�''�� 	� �*�� � ������ �*	�* �� ��� �	)� �/�	��� ����*�� ������
�*����� 	�� �&��'�	� �������	��� F��	�*��G �� �*�� 	� ��� 	�*	�	�� �*�� ������� 9����� �*�� ��
���� �*	� �	)'�� ���� �	�* 0����	�� ���� ��� �*���� �*�� �*	� ���� ������� ���
������� �� �*�
������ (�	��	'�� 5�)'������ �+ �*� �	)'�� 0����	�� ����� -� ��� ����� �*�� �*	� �*���� �����
�� �*� ��	�*�� ���
���	�� �� �*� ���� �+ �*� ���� �����

%���� $�
 �*��� �� �/�)'�� �+ �*� '������� �&'	����& ������� F���* ���'�� 	����	��� � ��'�����
���G�

� �������� )��*�� �+ ���	�� 	���'������ ������� �+ �*	� �&'� 	� �*� ����	��	��� ���*�	B�� �+
,����� ����&�	� F,�G� (5� ��� ,� ��� ������& ������� ����	��	��� ���*�	B��� ���* �+ �*	�* ��*	�
�
�� �Æ�	��� ��)'����	�� �+ �*� ���� ��� 	� � �	K����� )������ %*�& ��� ���* �� �����	��� ��
)��*��� �� �/'��	� �*� ���� ��� 	� � �)����� ��)��� �+ �	)���	��� ��� ,� 	� ����� �� ����)'�	���
����� �*� ������ �+ �*� ������&	�� ���� �*����� (5� 	� )���� +����

-� ��� ���� 
	�� (5� �� �� ����)'� �� ��� � �����+��)��	�� +��) �*� ���� ��� �� � ��)'������
����E �*����� 	� ,� �� ��& �� ��� �*� �	���� �����+��)��	�� �*	�* ����� �� +��) � ��� �+ *	����
+������ �� �*� ���� ����  	��� (5� 	� )���� +���E �� )��� �� ����)'�	��� ����� �*� +��) �+ �*�



���� ��� 	�
���� �������
�� ���

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2��!�!�� 2��!���� 2���
#�
 2���#$�� 2�����$� 2����##� 2����!#� 2������#
2 2 2 2 2 2 2 2

%���� $�
H %*� ��	�*�� 	��� � �	���� ���'�� ������� %*� ��	�*�� *�
� ���� �������� �� �	�'��&
�*�	� �������	�� �	�* �*� 	�'�� ��	��

���'�� � ���'�� 

��'�� � 2�222�!! /2�/)%��

��'�� 
 2�22�
�� /2�/���)

��'�� � 2�2
�2�� 2�2
����
��'�� � /2�/)�/) 2�22

$!
��'�� ! /2�/�%/� 2�22�$#


%���� $��H %*� ���
����� ��	�*�� �+ �*� ������� �*��	�� �*�� �*� ������&	�� ������� *�
� ����
+�����

����:� ��
��	���� )���	/� 8���
�� ,� ���	�� �	�* � �'��	�� )���� �*	�* 	� ������& �������	���
�& ��� '�	�� ��������� �� ����)'�	��� ����� �*� ���� ���� %*� ������� ,� )���� ��� �� �����	���
�& �*� +�����	�� �����	���*	'H

0 L B
 N � F$�
�G

�*��� 0 	� � 
����� ��'��������	
� �+ �*� ���� ���E 
 	� �*� 
����� �+ +������E " 	� �*� )���	/ �+
+����� ����	��� ��� � 	� �*� 
����� �+ �' ��	�� F��	B��G +�������

-� ��� 
	�� �*� ���'�� 
�����E �E 	� ��� ������� �� �*� 
����� �+ +������� �� 	� ���� �����
�*�� +����� ����&�	� ���� ��� �	
� �� � ��	B�� ��� �+ +������ �� ����	��� �	��� ��& �����	�� �+ �*�
+������ ��� � ������'���	�� �����	�� �+ �*� +����� ����	��� �/'��	�� �*� ���� ��� �B����& �Æ�	����&�
%*���+���E �&'	����& �*� ������&	�� +������ ��� �������	��� ��'������ �� �*� �������*��:� '�	��
��������� �� �*� �&'� �+ �����	�� 	� �������	��� �& ��)� )��� �� ���� �� �
� �������)����

�� �� �/����	�� �� �*� +����� ����&�	� �� �	������ ����E �� ��� ! )	/����� �+ �	�� ��
�� ��
	�'�� ���� �� ��� ������� �� �*��

�� L �	�F�G N �	�F
�G

�� L �	�F�N
'

�
G N �	�F
�N

'

�
G

�� L �	�F��N
�'

�
G

�� L �	�F��N
�'

�
G N ���F!�G

�� L 
 �	�F!�G

%*� ���� ��� )	/�����E �� ��� ��E ��� 	����	��� ��� ��	�*��& ��� �+ '*���E �*� ��� 	� � ������&
	���'������ �	�� ��
� ��� �*� ���� ��� �����	� �*� ��)� �	�� ��
�E *���
�� ��� *�� ����*��
)	/�� �� �� 	�� %*���+��� �*� �����	���*	' ������� �*� ���'��� �+ �*� ������� 	� ����	�*�+������
	� �*� ���� �+ �� ��� �� ��� �	)�?
��&	�� 	� �*� ���� �+ �� ��� �� �*��� �*� ������&	�� ������ 	�
�)	��	�� �	K����� '*��� �	������

(���� ��� ������0� +������

� +���*�� '���	�	�	�& 	� �� ���& ����� �*� ���'��� �� �� ���?�����	
�H �*	� *�� �*� ��)� �K��� �+
+���	�� �*� ��	�*�� �� ����� �*� 	��	
	���� �����



��
 ���	��
 �� 
����
��
�� 
���	������ ���
���

� ���� '���	�	�	�& 	� �� ��� � +����	�� �+ �*� ���'��� 	� �*� ����	���� (5� �����	�*) �*	�*
	������ �����	
� ��	�*��� ����

Y��� L 
����� � ��
�
�

�����


�*��� �� L �/'F
�
�

�����G

�� ��������	
� +����	�� 	�

�� L
�

� N �/'F���� �����
N �G
F$�

G

�*��� � 	� �*���� �� )�
� �*� �	�)�	� '������� �� �*� /?�/	� �� �*�� 	� 	� ����� �� 2 �� /L2 ���
���� ������ �� 2 �� / ����)�� )��� �����	
��

��� �+ �*��� )��*��� ���� �	�* �*� ����'��� ���� ����� ���
������� �+ �*� ��	�*�� �� ��� �*�
	��	
	���� �����

-� )�& �*�� �*�� +�� �
��& �?�	)���	���� �'���E �*��� �/	��� � ���	� �	�* �N� ���	� 
������
	� �*	�* �
��& '�	�� ��� �� ��'�������� �& '��	�	
� �����	������ 	��� 	���	�	
��&E 	+ �� *�
� �
�?�	)���	���� �'���E �� ��� �*���� �� ��	�	� ��� �*�� �
��& '�	�� ��� �� ����� �	�* � '��	�	
�
��)���� �*	�* �	�� �/'�	�	��& 	����	+& 	�� '��	�	���  ��* ����� ��� ����� �� �
����)'���� ����� ?
&�� *�
� )��� 
������ �*�� &�� ���� �� +��) � ���	��

(���� 3		���0� �����

8���
��E �*� ���'��� �+ �*� ������� �� �����	��� 	� �*� '��
	��� ����	�� �	�� ����� '���	�� ����
�*�� �*��� ��� )��� ���'��� �*�� ������ ? 	��� �*� ���� ��� �*���� ������� �*� ���'���� �+ �*���
��� �	/���� ������ 	� �*� 	�'�� �'��� �*�� ���& �	/���� ���'��� �*���� �� ���� �� ���� �*���
	��	
	���� ������ ���������� �+ �*� �	)���	����	�& �+ �*� ���'�� �'���� �& ���	�� ��	�� �� ���
������� �+��� �*� �''�	���	�� �+ �*� ���?�	����	�& �� ��� ������ �*�� ���& �� )��& ���'��� ���'���
�� �*� ���� �� �*��� ��� ������� �� ����� ����� 	� �*�� �*	� )�& �� 	�������	�� +��) � �	����	���
'���'���	
� �� ���� ������� ���� �� �'����� 	� � ��	�& ��
	���)���� %*��� ��� ������& � ��)���
�+ � �	����	����& '����	��� ��'���� �� �*� ������� ���* �� 8���	�� �����	��E ����� �����	��E �'����
���	��E �� ���� �� �*���*���	�� ��� �*� '���	�	�	�& �+ ��'����'*	��� )�''	���

���?�	���� (5� ��� �� �*��� �� �� �� �''��/	)��	�� �� �*� )	�	)	;��	�� �+ B L �F0 �
7�G� L �F0�7
F�GG�E �*��� .FG 	� �*� �/'�����	�� �'������� ��� �� ��� ��	�� �� �*� '������
�� �*�� � L 
F�GN# �*��� # 	� � 
����� �+ 	���'�������& ����� ��	�� +��) � ;��� )��� �	���	���	���
 � ����	�� 
 L 
F�GE ���

B� L "F0�7�G� F$�
�G

L @ N
�

%��1
�
� F$�
�G

%��)� �����	�	�� �	���� �/'�����	��� �+ # ��� �� ��)�
�� +��) �*� �B���	�� �� �*�& ��� ����� +��)
;��� )��� ��	�� ��� �*�� ��� 	���'������ �+ 0� ����	�	
��&E �� ��� �*��E �	�* � ��� )���	���� �+
����� ��	�� �� �*� ������� �*� ���� ���) �+ F$�
�G ��)	����� ��� �� ���?�	���� (5� 	� '��+��)��
	� �*� ���)�� )������ �+ �*� ��	�� ��
�� 	� 	�������� �*�� �*� �����	�� 	� )�������� �& �*	�
���	�	���� ��	�*��� ��	�� ���) �*	�* *�� �*� �K��� �+ +���	�� ��)� ��	�*� 
������ �� ;��� F�*�
���������� �����	��G� ./�����	�� � ��	�*� �'���� ���� +��) �*� �����& �B���	�� F$�
�GE �� *�
�

Y7 � 
F�GF0 �7
F�GG�C7� F$�
!G

�� �*� �)'�	���� �+ �*� ��	�� ����)�� ������ �*�� �*� �	�*� ���) *�� )��� �K��� ��� '��*�� �*�
��	�*� 
����� ����������  � �*� 	��������	�� �+ �*� ��	�� 	��� �*� ������� �� �*� ���'��� *��
�*� �K��� �+ 	�������	�� � ������ '������� 	��� �*� �����	�� ���� �+ �*� ���?�	���� (5� �����	�*)�
%*	� 	� � ������� ��& 	� �*	�* �� 	�������� � �'���	����	�� ���) �� �� �*� ��	�*���

%*� )���� ��
������ �+ ���	�	
� ��	�� 	� �*�� 	� ������� �*� ��)��� �+ ���	� ���)� ���� ��
���� �� 	�'��H �� ��� ���	�� �*� 6	�	)�) �
����)'���� ���	��



���� ��� 	�
���� �������
�� ���

���	�	
� ��	�� *�� � +���*�� ��
������ 	� �*�� 	� ��� �� ����� 	� � ��)��� �+ ��&�� ,��
�/�)'��E 	+ 	� 	� ����� ��	+��)�& �� �� ��� ���'��� F�*� �	������ 
����� �+ C )���	/ ��� ��� �*�
��)�G �*�� ��� �+ �*� ��	�*� 
������ ��� '����	��� �B����& ��� ���& +������� �*�� ��� ������ �����*
�� ��)	���� �*� ��	�� ��� ��������  � 	� �*� ���� �+ �*� ���� 	+ �� *�
� 
2 ���'��� 	� ��� �������
��&	�� �� ����� �$ 	��	
	���� ���� �*�� ���& �$ ���'��� �	�� ���'���E �*� ��	�*� 
������ ���������
�� �*� ��*�� � ��� *�
	�� ;��� ��	�*� 
������

��	�� )�& ���� �� ����� 	� � ��������� )�����E 	��� �*� ���� ���'�� 	� �	
�� � �)��� )���	����
�+ ��	�� F���� ;��� )���E �����	�� ��	�� �+ �������� ��
	��	�� 2�22�G ��� �*	� 	� 	�������� �& �
�	�
/ 
����� ������ F�*��� �*� ���� ���'�� 	� ��)��� ��� ��� �*� ���� 	� �����&G +�� �
��& �����B����
���'��� %*�� 	� �*� �	������ 
����� �+ C )���	/ ����)� 	������	���& �������  � 	+ �*� ���� ���'��
	� �� �*� ��+� �*�� �*� �K��� �+ ���	�� ��	�� 	� �*� )����� 	� �� +���� �*� ���� �� �� ������� ��
�*� ���� �$ ���'��� �����	�� +��) �*� ��+� �	��� �� �*	� ��& �� ��� ���	� ������� �*� �����	�� 	�
�*	�* +������ ��� �������� ��  ���	�� $���!E �� �*�� *�� �*�� *	�* )���	���� ��	�� ��� �� �����
������& �� )������ �+ �*� ���'�� �'��� �� +���� +������� �� �� ������� �� �*� ���'��� ������� �*�
����� �+ *	�* )���	���� ��	��� �& 	�������	�� ��)'���� �����/�E �� ��� �*�� +���� �*� �������
�� ����� 
���	��� ��� *��	;����� ���� 	� ��'����� ����� �+ �*� ���'�� �'���� ���� �� *�
� ��'�����
:)������: �+ �*� ���'�� �'��� ���'���	�� �� �*��� �	K����� �&'�� �+ ��� �*�� 	� 	� ���& �� +��) �*�
�����'�� �+ :
���	���: ��� :*��	;�����: �� � *	�*�� '������	�� ��
���

(���# ������������� +�	����� ��	 '�	���� ������

�& 	�������	�� ��)'���� �����/� 
	� ������� �������	��� ������� �*� ���'��� F$���GE �� ��� ��*	�
�
�� �����	�� 	� �*� ���	�� �+ �*� ���� �� �*� ���'���� %*	� 	� ��*	�
�� �& �	
	�� 
����� �� �*�
������� ��	�*�� '��'���	���� �� �*� �	������ ������� ��& '���	����� '�	� �+ ���'��� ��� 	������	��
�� ���'��:� ���	
��	�� 	� '��'���	�� �� �*� '��
	��� 
����� �+ �*� ��*�� ���'��� ��	�*��� �&
�*� ������� �������	���� %*� ������� �������	��� ��)� 	��� '��& �+��� �*� +���+������ ����� �+ �*�
�����	�*) ��� ��+��� �*� �''�	���	�� �+ �*� ���?�	����	�&�  � �� � ��F�GN

��
������ ���F����F���GC�GE

�*��� C� 	� � ������� ��	�*�� %*� ������� ��	�*�� ��� �� ��� 	� � ��)��� �+ ��&�E +�� �/�)'�� ��	��
� �����	�� �� �	K������ �+ �����	���E �� �����	�� ��	�*��� ���	��� �� �	���E *���
�� �*� )��*��
�*�� �� ��� *��� 	� �	)'�& �� ������� �� ���'�� ���& �� 	�� ������� +��� ��	�*������ "������ ��	�*�

����� �� �*� ��+� �+ �� ���'�� ��� ?2�
 ��� ?2�� F�������G ��� �� �*� �	�*� 2�
 ��� 2�� F�������G�
�+ �*� ���� �''��� �� '��� �+ *��	;������& �� 
���	����& )�
	�� ��B������ �*�� �*	� ������� ���
��� ����� �*� ���'��� �� �*�� ��)'�����& ����� +������� ��� ����� �'��	���& ����� �� �*� ���'��
�������� ��� ��	�� �*��� ������� �������	��� ����� �	�* )������ ��	�� �� ��� +���� 
���	��� ���
*��	;����� ���� �� �� ������� 	� �	K����� )������ �+ �*� ���'�� �'���� %*	� 	� ��*	�
�� �& �����	��
��� Q����� �+ �������	��R �� �*� ���'��� �& ���	�� ;��� )��� �����	�� ��	�� �+��� �*� �''�	���	��
�+ �*� ���?�	����	�& '��'���	���� �� ����F
M'MF��)��� �+ ���'��O����� ��)��� �+ ���'���� �*���
���* �+ �*� ���'��� ��� ��)����� �E
E� ��� � %*	� *�� �*� �K��� �+ ��������	�� ��� ��� �+ +�������
�� �� ����� ������ �*� ���'�� �*�� 	� ��� �*	�� +��) �*� ��+� ��� ��� ��� �+ +������� �� �� �����
������ �*� ���'�� �*�� 	� ��� �*	�� +��) �*� �	�*�� %*	� *�''��� ������� �*� ��	�� 	� �+ �����
)���	���� �� �*��� '�	��� ��� �� �*� ����� )	�	)	���	�� ���) ��)	������

(���& /������

�� �*	� ����	�� � 
��	��& �+ ��'���� �+ ��� ������� ��� 	���������� �	�* �*� ����*)��� Q���� ����R
��+��� ����	�� �� ���� 	)��� ����� A����� ��*���	�� ������ �*� �*� �������� ��� ���	��� �
�� !2222
'��������	��� �+ �*� ���� �	�* � �����	�� ���� �+ 2�2! �*	�* 	� �������� �	�����& �� ;��� �
�� �*�
���	�	�� '��	��� %*� �B����� 	� �*� +�����	�� ������ ��� 	��	
	���� ��	�*� 
������ ���* �������	��
�� ��� ���'��E �������� 
?�	)���	��	���& +�� �*� ���
��	���� �+ 
	��	�� �*� �������� %*� �	�)����
�+ �	����� �	�*	� �*� �B����� ��'������ �*� 	��	
	���� ��	�*� 
����� �*��� ����� 	� � '��	�	
� ��	�*�
��� �*	�� 	� � �����	
� ��	�*��



��� ���	��
 �� 
����
��
�� 
���	������ ���
���

,	���� $���H "������ �������	��� ��� ����� ������� ��	�*����	�� ���'��� ��� �*� ���	
��	���
�+ �*��� ��� +�� �� �*�	� ��	�*���� �� �*� ��)� �	)� �� �*� ��	�*����	�� ���'�� ����	
�� �*�
+���+������ �	���� +��) �*� 	�'���� �� �*	� ��& ��)'���� �����/� 	� 	����'������ 	��� �*� �������
�� �� �� ��������� ��	�*����	�� ���'��� �� ����� +������ �*	�* ��� ��)'�����& ����� �� �*� 	�'����
���� �*�� 	� �*	� �/�)'�� ���& �*� ������� ��	�*����� ��� ����������

4����� $
0�� �
 ���
<����( ��� ;���
	�( ,���

-� ��� �*� )��� �	Æ���� +��) �+ �*	� ���� 	� *��	;����� ��� 
���	��� ���� )�& �''��� �����*��
F���� �*�� �� *�
� ������& �*��� �*	� ������� �� �� ���	����� �� ��	�& 
���	��� �+ �*	� ���� G�
.��* ��� F*��	;����� �� 
���	���G )�& �''��� �� �*� 	�'�� �� �*� ������� �	�* � '�����	�	�& �+
�O� �� �����	��� '��
	����&�

%*� ���
����� ��	�*�� �+ ��� ������� �*�� ��	�� ��	�� �*� ����	�*�+������ ����	����	�� �+
�*� ���'��� 	� �*��� 	� ,	����� $��
 ��� $���� �� �*� ���� �*��� 
� ���'��� ��� ���� �*�� ���
�+ �*� ���� ��� +���� ��� ��)� �+ �*� ���� ��� �*���� �& ��� �� �*��� ���'���� %*� �*���*���
	)'��)�����	�� �+ �*� ������� 	� )��� �������+�� �� 	����	+&	�� �*� ���� 	� �*	� ����E ,	����� $���
��� $��! �*�� �*� ���
����� ��	�*�� �*�� ��	�� �*	� 	)'��)�����	�� �+ �*� ������� �� �*� �����
%*�� 	� �*�� )��� ���'��� �*�� ���� ��� ���� 	� �*� ������� �*�� ��� �+ �*� 	��	
	���� ���� ���
	�����	���E ��������� ��	�*� 
������ �	)'�& �����	� ��	�& 
����� �� �*� ��	�*��� -� ��� �*� 	
��
����	�
�� +����	�� �	�* �*� ���	��	�� ���� *��� �� 	� 	� 
��& I�/	��� �� ���� �	�* ��� +���	
	�� �+
���?�'�	)�� ������� '���)������ %*� ��*�� �*���*��� +����	��� +��) �*	� +�)	�& ���� �'�	)	���E
*���
��E &	��� ������� �*�� ��� 
	������& 	�����	����

-� *�
� +���� �*�� �*� ��+� �*���*��� ���?�	����	�& 	� )��� �K���	
� �*�� �*� '��	� ����	����	��
�� �*� ���'���� -	�* �/����& �� )��& ���'��� �� ���� �*�� ���* �������� 	����	+& ��� �+ �*� ����
���	�&E �*����� �*�� �*��� ��� )��� ���'��� 	� �*� ������� �*�� ���� �*�� )��� �' �*� ���� ���
�*�� ��� �+ �*� ���� ��� 	����	��� ��� 	� �*� ���� �+ �*� ����	��� ������� ��)� ���� ��� 	����	���



���� ��� 	�
���� �������
�� ��!

,	���� $��
H 5��
����� ��	�*�� �+ �*� ���?�	���� (5� ������� �	�* �*� ����	�*�+������ ����	�?
���	�� S�T� ? �$ ���'���

)��� �*�� ����E ��� �����	��� �+ �+ ���� �� ��)�	���	��� �+ ���� ��� ���� +�����

(���( 3		���0� �����

���	�	
� ��	��E �� ��� �� ���� +��) �*� ������� '�������� *��� ����� F;��� )���E �����	�� ��	��
�+ �������� ��
	��	�� 2�2� 	� ����� �� �
��& ���'��G 	� ������	�� 	� ��� �+ �*��� �������� �*��
����� �� �*� ���'��� �+��� �*� �''�	���	�� �+ �*� ���?�	����	�&� ,	���� $��$ �*�� �*�� �*� ���	�	
�
��	�� ������� ���* �+ �*��� �������� �� 	����	+& ��� �+ �*� 	��	
	���� ����� %*�� 	�E ���& �� )��&
���'��� ��� ���� �� ��� ��B�	��� 	� �*� ���	��J �*� ��	�*�� ��������� �� �*� ��*�� ���'��� ���*
����� 
����� �*�� ��� ����� �� ;����

�� ������ ����	�� �� ��� ��� ��	�� 	� � ��������� ��& ������ �*� ���'��� �� �*�� �*� ����
���'�� *�� ;��� )��� �����	�� ��	�� �+ �������� ��
	��	�� 2�22� ����� �� 	� ��� �
��& �����B����
���'�� *�
	�� ������ �*� �)���� �+ ��	�� �� �*� '��
	��� ���'��� �� � ������� �	�* 
2 ���'���
�*	� *�� �*� �K��� �+ +���	�� �*� ���� �$ ���'��� �� ����� ��� �+ �*� ���� ��� �*� ���� � �� �����
���*	��� �� �*	� ��& �� ��� ������� �*� �����	�� �� �*� ���'��� �*��� +������ )�& �� ��������

�((����� '�����

�� �*� �	����	�� �*��� ��� '������� ��� ���?�'���� F�*� ���� �''��� �	�* � �����) '�����	�	�& �+
�O� ���*G �*�� �������� �	�* ��	�� 	� �'���� '�	��� ������ �� �/'����� �� 	����	+& �*� 	��	
	����
����� -	�* ��� �*���*��� ������� �*� ������� F,	���� $���G 	��	���� �*�� �*� ������� ���
�����
�� � 
��& �'���� ��'��������	�� ? 	��� �*� 	������& ���� ������� �*� ������ ���� '�������� ��
�*� ������� �'������ �� �� �� ��� � �'���� ���'���� �	�* �*� )	�	)�) �����	'�	
� �����* ���
������� �*� 	��	
	���� ���� ��� �''���	�� 	� ����� '������� �����*��E �*�� �*� ������� ������
����� �*� 	��	
	���� ����� ������� �*� ������� ������ �*� �'���� ������� ���� '������� �*	�* 	�
�*� �''��'�	��� �'���� ���'���� F	������& ����G� ���� �*�� 	� �*	� �/'��	)��� �*�� �*� *��	;�����



��$ ���	��
 �� 
����
��
�� 
���	������ ���
���

,	���� $���H 5��
����� ��	�*�� �+ �*� ���?�	���� (5� ������� �	�* �*� ����	�*�+������ ����	�?
���	�� S�T� ? 
� ���'���

��� 
���	��� ���� ��� ��� )	/�� �� �� �� ����� �*� ��	�*�� �� ����� � )��� 
	�����& 	�������	��
���'�����

���*���* )��� �+ �*� ��	�*� 
������ *�
� '��)	���� �����	
� 
�����E ��� �+ �*� ��	�*� 
������
*�� �)��� '��	�	
� 
����� �� ��� �+ 	�� ��	�*��� %*	� ��	�*� 
����� 	� ���� �� ������ �*�� �*� ���'��

����� ���'��� �	�* � �	��	����� '��	�	
� 
���� F���)���& � )���	���� �+ �
�� �G �� �*� 	������&
�����

*�
�� =�
�� �� $���(��
�� ��� =��1��- 4��&����

���	�	
� ��	�� �� �*� ���'��� *�� ����*�� ���+�� '��'���& ? �*�� �+ �����	�� �*� ������� �� �����
������� +������� 	� )������ �+ ���'�� �'���� -� ������ ��� Q����� �+ �������	��R �� �*� ���'���
�+ �*� ������� ��������� ������� F ���	�� $����G �& ���	�� ����� ;��� )��� �����	�� ��	�� �+���
�*� �''�	���	�� �+ �*� ���?�	����	�& '��'���	���� �� ����F
M'MF��)��� �+ ���'��O����� ��)��� �+
���'���� �*��� ���* �+ �*� ���'��� ��� ��)����� �E
E� ��� � %*	� *�� �*� �K��� �+ ��������	�� ���
��� �+ +������� �� �� ����� ������ �*� ���'�� �*�� 	� ��� �*	�� +��) �*� ��+� ��� ��� ��� �+ +�������
�� �� ����� ������ �*� ���'�� �*�� 	� ��� �*	�� +��) �*� �	�*� F$���G� %*	� *�''��� ������� �*�
��	�� 	� �+ ����� )���	���� �� �*��� '�	��� ��� �� �*� ����� )	�	)	���	�� ���) �+ F�G ��)	������



���� ��� 	�
���� �������
�� ���

,	���� $���H %��	��� �*���*��� ������� ? �$ ���'���

4��( ����� .���

�� �*	� ����	�� �� ���� ��� ������� �� ��)� ���� 	)���� �	�* ��	�� ����� 	� � 
��	��& �+ ��&� ��
�*� ���'��� �+ �*� ������� ��+��� +�������� -� ��� �*� �*	+��� ���	��	� +����	�� *��� �������E ��
	� ��������� �� :�:E �*� 
	���� �K��� �+ ������������� '���*�� *�
	�� �	K����� ��	�*������� 	� ����
'��)	����� %*� 
���� +�� �*� �*���*��� '���)���� 8 �*�� �� ��� 	� �*� ���?�	����	�& 	� � ��� ��
��� �*� ���'� '���)���� % L 2��� %*� �����	�� ���� 	� ��'� �*� ��)� 	� ��� �+ �*� �/'��	)���� ��
2�2! ��� ���	�	�� ��������� �
�� �22 222 ��)'��� �+ �*� 	�'�� 	)���� F�/� ��)'���G� �� ���* ����
�*� ������� ����� ��� ������ �� � ��� ��� �	)	��� 	)��� �& ��)'�	�� F���	� �/� '���*��G �
�� �*	�
	)��� ��)'�����& �� �*�� ���* ���� 	� ��
���� �� ����� ���� ��� �*� ��)'��� '���*�� �
����' �& $
'	/��� F�*	� 	� ���� �� �
�� ��� �*� �������� ������� ��	�*����	�� ������������� 	)��� '���*�� ? 	�
*��'� �	�* �*� 
	����	���	�� '������ ��� *�� � ��	�*��& �����	
� �K��� �� �*� �����������	�� �����G�

���
&�� 7��� .���

%*� ���� ���� 	)��� �*�� �� ���� ��� ������� �	�* 	� �� 	)��� �+ ���	'�� ����E �*��� 	� ,	����
$��#� %*� ��������� 	� �*	� �/�)'�� 	� 
��& �����E 	��� 	� 	� )��� �' ������& �+ ��	�*��& �K?
���	���
���	'��� ��� ����� �/'��� 	� �*	� ���� �*�� �*� ��������� 	� �*	� ���� ��� ����� �� ������� �&
���& � +�� ���'��� 	� � �������� %*� ������� �+ ��	�� � (5� ������� �����) �*	� �� ��)� �/����
������� �� ��� �*�� �*��� ��� ���& ! �� $ �	��	����� '�	��	'�� ��)'������ F,	���� $��#G� �&
���	�� ��	�� �	�*�� ��	+��)�& F,	���� $�
2G �� 	� � ��������� )����� F,	���� $�
�G �� ��� �*	+���
���	��	� ������� �� ��� +���� �*� ������� �� ����� ���& �*� )��� �	��	����� ������ 	� �*� �����
%*� �����������	�� �+ �*� ���	'�� ���� 	)��� 	� �*��� 	� ���* �+ �*� +�����	�� �/�)'���J �*	� 	�
�� �*�� �*�� �
�� �*���* �*� �����������	�� �+ �*� 	)��� �	�* +���� ����� 	� ���� ����	��� �*�
��������� �+ �*� ��	�	��� 	)��� 	� ��	�� ������& 
	������ ��� '��'��� 	� ��� �� +��) ����� �*�� ���
����������� �*� 	)��� �	�* )	�	)�� ����� ��� �� 	����	+& �*� +����)����� ������&	�� +������ 	�
�*� ����� ,�� �/�)'�� �� �� ��� ���)���& ���� �� ����������� ��	�� 	� �� 	)���� �� ����� �� ��	�



��� ���	��
 �� 
����
��
�� 
���	������ ���
���

,	���� $��!H %��	��� �*���*��� ������� ? 
� ���'���

�*�� �� ��� ���	�� ��	�� �� ��)�
� ��	�� +��) �� 	)����

!�; %�����	�	��	� 4�����

8	����E 0*���)��	E 1�&�� �� �� *�
� ��
���'�� )����� �*	�* ����)'� �� ��� � �������	
� )���� L
��' ���� �������	��� +��) ������&	�� ������� +�� �*� 	�'�� 	)��� 	��� �*� ��' ���� �������	���
������ �*� 	)��� +��) �� ��������	�� �+ �*� 	)���� %*	� 	� ����� �� �*� 
	�� �*�� QD	����
'����'�	�� ����	��� �+ 	�+���	�� �*� ������&	�� ����� �+ �*� ����*���	� ���'*	�� )���� ��	�� �*�
+���� ��� ���+�� ����)'�	�� �*�� �*� �����
�� ������& 	�'�� ��� ��������� �& �*� )�����R

"����	�� 	� ���� �& )�/	)	�	�� �*� �	���	*��� �*�� �*� �����
�� ���� ��)� +��) �*� �������	
�
)����� %*� �	)'���� �������	
� )���� 	� �*� 6	/����� �+ 0����	��� )�����

(�?�� '������� �! ���������

� .��* ���� '�	�� *�� �� �����	���� '�����	�	�& �+ ��	�� ��������� �& � )	/��� �+ 0����	��
�	���	���	����

� 0	
�� �*� ������� '���)����� �+ �*� )����E �� ��������� �*� '�����	�	�& �*�� ��& ���� '�	��



��'� 	
����
�
��
� ������ ��#

,	���� $��$H %��	��� ��+� �*���*��� ������� �	�* ���	�	
� ��	�� ? 
� ���'���� ���� �*�� ��)�
��	�*� 
������ *�
� �� �	��	����� ��	�*� 
�����

��)� +��) �*� �	���	���	���� #�� �
	����
� ��
��������

� %*� ����	�� '������ ������� �*� '���)����� �+ �*� )���� ? �*� )����E 
��	����� ��� )	/	��
'��'���	��� F��	�*��G �+ �*� 0����	��� ? �� )�/	)	�� �*� �	���	*��� �*�� �*� )���� '�������
�*� '�	����

 � �*�� �� �������� � ���� '�	��

� (	�� � *	���� ������ F�*� ������&	�� ����� �+ �*� ����G� 0	
� 	� � ����� �+ �E ��� ��� ��*��
*	���� �������: ������ �� 2�

� .��* *	���� ������ �	�� *�
� '�����	�	�& �+ ��	�� '	���� �+ '� ? � ���
� ��
���������

� ,��� ���� �� 	�'�� ��	�*�� �*����* ��	�*� 
����� �� � %*� �� 	� �*� ������ �+ �*� 0����	��
L ����� ���� ���� ���
�

� ��� ����� 	���'������ ;��� )��� 0����	�� ��	�� �� ���* 	�'���

� %*	� )���� �*�� ���* ���� '�	�� 	� � 0����	�� ����� �	�* )��� �� ��� 
��	���� %�� �



�
2 ���	��
 �� 
����
��
�� 
���	������ ���
���

,	���� $���H %*� ��	�& ��+� �*���*��� ������� �	���
��� 	������& ���� ? 
� ���'���

�F�G L
�
�

'�
�
�

��

'%�

��	���-��

�.�
�� F$�
$G

�����&���
�� .��� � 80&�	���
�� ���&

�� 5�)'��� �*� '�����	�	�& ����	�& +�� ���* ���� '�	�� F����)	�� �*� )���� 	� ��������G

�F���� L �G L
�
�

��

'%�

��	���-��

�.�
�� F$�
�G


� -�	�*� �*��� �	�* �*� '�	�� '�����	�	�	�� '� �

�� A�� ��&�� �*����) �� ��������� �*� '�����	�	�& �+ �*� �����

�F�� L ���G L '��F���� L �G�
� '��F���� L �G

F$�
�G

-� *�
� ��� ���������� �*� '�����	�� '�����	�	�	�� �+ �*� *	���� ������ �	
�� �*� ���� FQ'��?
��'���� 	�+������RG ? �*� .?���' �+ �*� .6 �����	�*) ��� �� ��� '��+��) �*� 6 ���'E �*	�*
	�
��
�� �*���	�� �*� '���)����� �� )�/	)	�� �*� ./'�����	���



��'� 	
����
�
��
� ������ �
�

�����
�� �� 80&�	���
�� $�0
�
���
��

-� ��� �*� �/	��	�� '���)����� �� ��������� �*� �'�	)�� ��� '���)������

�� L
���F�� L ���G�

���F�� L ���G


%�� L
���F�� L ���GF�� � ���G

�

���F�� L ���G


'� L ���F�� L ���G


-� *�
� ��� � )���� �+ )�/	)	�	�� �*� �/'�����	�� ? �*� 6?���' ��� �� ��� ���� ��� 	����?
)����� �����	�� �*	�* 	�
��
�� ����	��� ������ ���* ��

Y��� L 6�F�� L ���GF�� � ���G F$�
#G

(�?�� 3 �������� 8����! ���,���

6���	'�� ��&��� �+ �	���& ����*���	� ������� �*��� ����� �� 	� ����� �� ��' ���� �/'�����	��� \��
+��) �*� ��&��� ���
��

�F�� L �G L \�� L %F��� N
�
�

�����G F$��2G

�+ �*� ���������	�� �+ � ������� 	� 4E

�� L
�
�

�F��� ���F�� 4GG F$���G

�*��� ��F�� 4G 	� �*� ������ �+ 	:� '������ 	� ���������	�� 4 ��� ��� 	� �*� ����� �+ �*� ��� ������
	� ���������	�� 4�

A�	�� �����	
� ��� '�����	�	�	�� �� �� �����& )������E �� *�
�

�� L � ���� L �
�
,

F��, �� \�
�
, N F�� ��,G ��F�� \��,GG F$��
G

�*��� \��, 	� �*� ��'?���� �/'�����	�� +�� ��	� ��
-� ��� �*� ���	� �+

Y��
, L ���/	�� ����/	�� F$���G

�� �*��� �*� ��� ����� �+ �*� =�� ������H

�F�, L ��4G L %FY��
, G F$���G

8	���� �*��� �*�� �*	� ��� �� +�����	��� 	��� ��' ���� �K���� ��� ����� �� �K���� +��) ������
0	
�� 0	��� ��)'�	��E

Y��� L 6��F�� � \��G F$��!G

(�?�� ��� .��
����4 '������ ��	 ��� 
' 3�������


�� '������ �� �*� �	�����	�� 	� �*� ��/� � �	�����	�� �+ �*� 8��)*���; )��*	�� �	�� �� ���+��� %*�
����*���	� 8��)*���; )��*	�� ����	��� �+ � '�	� �+ ��&��	�� �������� �*�� ��� ����� �� ���	�	��
���� ��	�� �� �����	�*) �*�� �''��/	)���� �������	��� ./'�����	�� 6�/	)	���	�� F.6G�

%*� .6 �����	�*) 	� � ������� �''����* �� 	�����	
� ��)'����	�� �+ )�/	)�)?�	���	*���
���	)���� �*�� �*� �����
�� ���� ��� �� 
	���� �� 	���)'���� ����� %*� ���) 	���)'���� ����
*�� ��� 	)'�	���	��� H

�� %*� �/	������ �+ ��� ��)'�� �'���� @ ��� < ��'�������� �& �*� �����
�� ���� 
����� / ���
�*� ��)'���� ���� 
����� &E ���'���	
��&�



�

 ���	��
 �� 
����
��
�� 
���	������ ���
���


� %*� ���?��?)��& )�''	�� � � �F�G +��) �'��� < �� @�

%*� ��)'���� 
����� & 	� ��� �����
�� �	�����&E ��� ���& �*����* �*� 
����� /� %*� .6
�����	�*) 	� �/������ 	� ��� ���'�H ���� �� �/'�����	�� ���' F.GE +������� �& � )�/	)	���	�� ���'
F6G� 1��	�� �*� . ���' �*� ��)'����?���� ���?�	���	*���E (F<X/E6G E �	
�� �*� �����
�� ����

����� / ��� �*� ������� )����E 6 E 	� �����������

%*� 8��)*���; )��*	�� �*��E ����� �� � �������	��� .6 �����	�*)E *�� � �������	
� �������
(F/E&XDG ��� � ������	�	�� ������� 3F&X/E-GE �*��� D ��� - )�& �� �*���*� �+ �� �������	
�
��� ������	�	�� ��	�*� '���)����� ���'���	
��&� %*� ������	�	�� )���� 	� ���� �� 	�+�� � '�����	�?
	�& �	���	���	�� �
�� �*� ������&	�� ������ +��) �*� ������& 	�'��� %*� ��'����� �������	
� )����
	� ���� �� ���	� �*� ������	�	�� )�����

(�?�# ��� ����<-���� ��������


%*� -���? ���' �����	�*) ��� ���	���� �� �� 	)'��
�)��� �� �*� 8��)*���; )��*	��� %*� )�	�
�	���
������ �+ �*� 8��)*���; )��*	�� 	� �*�� � ������	�	�� ������� �*�� 	� ��)'��	��� �	�* �*�
�������	
� ������� )��� �� ���	)���� ��� �*	� 	� �+��� � �	Æ���� ����� �� �*� -���? ���' �����	�*)
���*�� �*�� ��	�� 0	��� ��)'�	��E � ��'����� ��� �+ �����)?�' ������	�	�� �������	��� ��� ����
�� '	�� �	���& ������ +�� ��	�� 	� �*� ��&�� ������ %*� �����	�� +�� �*� ��'?���� �������	
�
��	�*�� 	� �*� ��)� �� +�� � "��	��	� ���	�+ ���� %*	� �����	�� ���� +������ �*� ����	��� �+ �*�
'����	��� ���?�	���	*��� �*��� �*� '�����& ���) 	� �*� 7�������?"	����� �	
������� ������� �*�
���� '�����	�� �	���	���	�� ��� �*� �	���	���	�� '������� �& �*� ������	�	�� '������� %*� '����	���
���?�	���	*��� ���� �� � ����� ����� �� �*� ���?�	���	*��� �+ �*� ���� ��� �*� �K��� �+ �����	�� 	�
�� 	)'��
� �*	� ����� ������ �� ����)'�	�� �� ��	�� �*� �����E �*� �����	�� ��	�� �� ������ �*�
�������	
� )���� �� �*�� �*� ���� '�����	�� �	���	���	�� 	� �� ����� �� '���	��� �� �*� �	���	���	��
�������& ��)'����� %*� ������	�	�� ��	�*�� ��� ������� �& 	�������	�� � ����' '*��� 	� �*	�* �*�
�������	
� )���� 	� ��� ��'?���� �� '������ +�����& ����� %*� ������� ����� �*� ���� ������
�+ �*	� +�����& ���� ��� ����)'�� �� )�/	)	�� �*� ���?�	���	*��� �+ ����
��	�� �*��� ������ �&
������	�� �*� ������	�	�� ��	�*��� ,��& '��
	��� � ����� �����	'�	�� �+ �*� )��*�)��	��� '������
+�� �*� -���? ���' �����	�*) �*	�* )�& �� ��))��	��� �& �*� +�����	�� ����&�	��

��� 4�	�
6�� @����
�� ,�(
�
 =��

8	���� ��� 0*�*��)��	:� ������� 	� ����� �� �*� 9���	��� 0����	�� ���	�+ ������� F90��G
�*	�* 	� ���� �����	��� 	� ��� ��� 	� �� 	)'��
�)��� 	� ��)� ��&� �� �*� -���? ���' �����	�*)�
%*� 90�� ���� ��	�� �	�* ������ �*�� ��� �	�*�� '��	�	
� ���� 
����� �� ;���E �� 	� ��� ��'������
����?
����� ������ 
��	����� �	�����&� %*� )�	� �	���
������ �+ �*� ������� 	� �*�� �*� ������	�	��
'������ ��B�	��� 0	��� ��)'�	���

%*� �������	
� )���� +�� �*� 90�� ����	��� �+ )���	'�� ��&��� �+ ��	�� ���* �+ �*	�* *�� � ����?

����� ������	��� �����E �� E ��� � ����	��� �����E S�� TN L )�/F�� � 2G� %*� 
���� �+ �� 	� �����	��
�	���	����� �	�* � �������� ��
	��	�� %� ��� � )��� \�� �*�� 	� �����)	��� �& �*� �������	
� �	��
��� E ��� �*� ��)�	��� �K���� �+ �*� ����	��� ������ �+ ��	��E �E 	� �*� ��&�� ���
�H

\�� L �+� N
�
�

S��T
���� F$��$G

0	
�� �*� ������ �+ 	�� '������E �*�� �*� ����	��� ����� S�� TN *�� � �����	�� �	���	���	�� ���
� ;���E
��� ��� �+ �*� )��� �*�� +���� ����� ;��� 	� ������������ 	� �� 	���	���& ����� �'	�� �� ;���� %*	�
+��) �+ ����	�& 	� � '�����) +�� ��)'�	�� ��� �� 0	��� ��)'�	�� 	� '��+��)�� �� �*� ������	���
������� ���E ����	��� � ��	� 	� �� 	����)��	��� ��&�� �+ � )���	?��&�� 90��� -	�* �*� ������	���
������ �+ ��� �*� ��*�� ��	�� 	� �*� �������E �*�� 0	��� ��)'�	�� 	� '��+��)�� �� ������ � 
����
+�� �� ������	�� �� 	�� '�����	�� �	���	���	�� �	
�� �*� ������	��� ������ �+ ��� �*� ��*�� ��	��� ��
���)� �+ �����	��E �*	�* ��� ������ �� �� �����	
� ��� '�����	�	�	��E �*�� �*� ����	��� ������ �+ �*�
��	�� 	� �*� ��&�� ���
� �����	���� � B������	� �����& ���) �& �����)	�	�� \�� � %*� ������	���
������ �+ ��	��E 	E 	� �*� ��&�� ����� �����	���� ���*	�� 	+ S�� TN 	� 2E ��� 	+ S�� TN 	� '��	�	
� �*��



���(� �������
�� �
�

�*�& ���* �����	���� ������� �+ �*� �K��� �+ S�� TN �� \�� � %*� �����& +����	�� )�& �*�� �� ��	����
��

�F��G L
F�� � \��G

�


%��
N
�
�

�� �
�

�S��T
����


%��
F$���G

�*��� * 	� �� 	���/ �
�� ��� �+ �*� ��	�� 	� �*� ��)� ��&�� �� � 	�����	�� � 	����+J �� �� 	�I������
�*� �	�*� *��� �	�� �+ �*	� �����& +����	�� �& S�� TN L )�/F�� � 2G� 8 ��� 0 �*�� �*�� �����	��
����� +�� �������	
�E ������	�	�� ��� ������� �������	��� )�& �� +��)�� �*�� ��� ���& 	����	+& �*�
������&	�� ������ 	� � ���� ��� ��� ���� �*�� � ��'����'*	��� )�''	�� )�& ���� �� +��)�� �� ����
���� ���* �� 	� �*� ������ �	�'��	�& '�����)� ������� ��)'�	�� 	� ����E �*	� )��*�� 	� ����	������&
������ �*�� ���� 5*�����: )��*��� ���	�	�����&E ������� �+ �*� ��'?���� )��*��	�) �+ �����	��
	� )��� �� ����)�� �*�� �	�*�� *��	;����� )	/�� �� 
���	��� )	/�� �+ ���� ��� '������ F	� �*� ����
�+ �*� ���� ����G �� �*� 	�'���E �*�� 	� �*��� )��� ��� �� � )	/ �+ ���* �&'�� 	� �*� �����

���	�� '��
	��� � ��
	�� �+ ������� '�����	�	��	� �''����*�� �� ,����� ����&�	� ��� ������� �����
��� ,��& '��
	��� � ��)'��*���	
� �
��
	�� �+ �*� '�����	�	��	� �*���& ��� ���*�	B��� ������� ��
�*	� ���� �+ �������*�

!��= -������	��

�� 	� �+ 	������� �*�� 	� ���* �+ �*��� )����� �*��� 	� � ������	�� �+ ��)'��	�� ��	���	�H ���� ���'��?
��	�� ������� ���'��� F���	�� ��
���� ������ '�� 	�'��G 	� �������� �	�* ��)'��	�	�� F��'����	��
�+ ���'���	�	�	�	�� +�� ���	�� �	K����� 	���'������ �������G� %*	� ���)� �� �� �� ������	�� '��� �+
���* �����	�� ��� �� ��	�� ���) �� �� ����	�� �� �
����� ���	����� +�� �*	� �����
��	���



�
� ���	��
 �� 
����
��
�� 
���	������ ���
���

,	���� $���H %��	��� ��	�*�� �+ ��	�& ��+� �*���*��� ������� ��	�� ��	�� �� )������	;� �*� ���'����
�+ �*� �������



���(� �������
�� �
!

,	���� $��#H %*� �	/ �)����� �B����� ��� �*� 
	���� ��'��������	�� �+ �*� ��	�*�� �+ � (5� �������
�*�� ���	��� �� �*�  ��	'�� -��� �/�)'��� %*��� ��� ���& ! �	��	����� '�	��	'�� ��)'������
+�� �*	� ���� �� ���& $ ���'��� ���� ���� 	� �*� �������� %*� ��' �*��� �B����� +��) ��+� �� �	�*�
���J �*�  ��	'�� -��� ���	�	�� ��)'��E ���� ��)'��E ��� ������������� 	)����



�
$ ���	��
 �� 
����
��
�� 
���	������ ���
���

,	���� $�
2H %*� ���� 
 ���� �+ ��	�*� 
������ �*��� ���
� ��� ������� �& �*� �*	+��� ���	��	�
������� �	�*��� ����� ��	�� ��� ��� �*��� �	�* �*� ������������� 	)���� ��������� �	�* �����
+��) �*� ���� 	)��� F�*� ���� ��	�� $ ���'���E �*� ������ �$ ���'���G� %*� �����) ��� �+ �$
��	�*�� ��� ������� �*�� ��	�� 	� ����� ��	+��)�& �� �� ��� �+ �*� ���'��� �+ �*� ������� F;���
)���E �����	�� ��	�� �+ 2�2! �������� ��
	��	��G



���(� �������
�� �
�

,	���� $�
�H %*	� ����� �*��� � ���� �+ ��	�*�� F�$ 	� ���* ���G ������� 	� �*��� �	K����� ��	��
	)'�	)�����	��� ��� ��	�& �*	+��� ���	��	� ������� �*�� ��	�� 	� ����� ��������& �� �� �*� ���'���
F���� �*��� ��� �*� ������������� 	)����G� %*� ���� ���'�� ���	�
�� �*� �)������ �)���� �+ ��	��
��� ���* �����B���� ���'�� ���	�
�� ������� �
�	�M$��	����� 
� 
����� ��
� ��	� 
����� % &'� %*�
	�	�	�� ��	�� +�� �*� �*��� ���� �+ ������� �*��� *��� ��� F+��) ��' �� �����)G ? 2�2!E 2�2
 ��� 2�22!
���'���	
��&�



�
� ���	��
 �� 
����
��
�� 
���	������ ���
���



������� �

��	����	��� ��������� ��� ����

%*��� 	� *���
�� � ������ ������ �+ �������* ��	�� ���	��	�� ������ �������� �� �*	� '�����) �+
��'����	�� ��� � �	���� ������ +��) � )	/���� �+ �������� %*	� ������ ������ ����� �	�* ����	�����
�	����� ? �� �''���� �� �*� �	���& �	����� �� ���� 	� �*� ���� �*�'��� ? ��� *�� 	�� ����� 	� �*�
����� �+ �	���� '������	��� %*� '�����) 	� ��������& ����� �� �*� Q��	�� ��'����	�� �+ �������R
�� ��)��	)�� Q�*� ������	� '���& '�����)R� %*� ������ ��)� 	� � ��+������ �� �*� *�)�� ��	�	�&
�� �/����� � �	���� 
�	�� +��) � )	/���� �+ 
�	���H �*��� 	� �� �	)'�� �����	�*)	� �����	�� ��
�*	� '�����) &�� '��'�� *�
� �� �	Æ����& +�����	�� � ���
�����	�� �
�� �*�� �*� ���
�����	�� 	�
�)������ 	� )���	'�� ��*�� ���
�����	���� %*� +��)�� ��)� 	� 	� )��� ������� ���H �� �	�* ��
��'����� ��� � �	���� ������ �	���� +��) � )	/���� �+ ������� ���O�� ��	��� %*� '�����) 	� �����
�� Q��	��R �	��� �� )��� F��)���G �� ����)'�	��� ����� �*� �	������

-� �	�� ����	��� ���& � �	���� )	/���� �+ �	����� ? �*	� '�����) 	� �	Æ���� �����*J '��&��)	��
��� ��*�� ���?�	���� )	/����� ��� ��&��� �*� ���'� �+ �*	� ������ F�� �*	� ��������G�

%*� '�����) )�& �� ��� �' �� +������H ��� �*��� �� � 	���'������ ���?0����	�� �	�����
F��� ��� ����G �*	�* ��� )	/�� ��	�� � F�B����G )	/	�� )���	/ � �� ��� � 
������ E��E ���* �+ �*	�*
	� �� ������� )	/���� �+ �*� 	���'������ �	�����E

0 L �� F���G

%*��� )�& 	� ���	�	�� �� ��	�� ����� �� �*� )	/	�� '������ ��� �� �*��� 	����� �*�� +�� �*� �	)�
��	��� %*�� �*� �	) 	� �� ��� �� ���	��	�� ������ ������� �� ����	�
� �*� ��	�	��� 	�'�� �	�����
�*�� �*� ���& 	�+��)��	�� '�������� �� �*� ������� 	� �*� ������� )	/���� �+ �*� �	������ %*�
��	�*�� 	� �*� ������� �	�� �� - ���* �*��

� L70 F��
G

�*��� �*� ���)���� �+ � ��� �*� ���)���� �+ �*� ��	�	��� �	���� �� 	
�� 
���� 	��� �� ��� ���
	��	��	�� �*�� �*� ���� ���'�� �+ ��� ������ ������� 	� �B��� �� �*� ���� �	����E �*� ������ �B���
�� �*� ������ �	���� ��� �� ��� -� )����& 	��	�� �*�� ������ 	:� ���'�� 	� ��� �+ �*� � �	�����
�������)	����� �& ��& �+ �*� ��*�� �	������ ������ ��� B���	?������ )��*��� �+ '��+��)	�� �*	�
���� ��� ����� �� ����'������ 5�)'����� ����&�	� �������� F�5�G ��� ��� �+��� �*���*� �+ ��
�/����	��� �+ (5� ���������

8���
�� �� �	� )��� ��� ����)'�	�� �*�� �� ������ �*� '�����) �*	�* ��� �*�� �*� �	�����
�*���� �� ���?0����	��� %*� ������ +�� �*	� 	� �*�� 	+ �� ��� �����*�� ��� 0����	�� �	����� ��
�	)'�& ��� � �*	�� 0����	�� �	����� %*���+��� 	+ ��� �� )��� �+ ��� �	����� F�� ��	�� �������G ����
0����	�� �	���	����� �*��� 	� �� ��& �� �	��������� �*�)� %*	� 	� ���� �� ����)'�	�� �*�� ��
	�������
���	��� +��� �*	�* ������ �� �	��?���''�� 	� ��� +��) �+ �	+��

'�� � 5������&��� �) �(� %�����&

"�� �� ���� ����*�� ���� �� �*� '�����)� �� ,	���� ���E �� �*�� ��� �	)���	���� ���� '�	��� ���*
�+ �*	�* ���� ����� 	���'�������& +��) �*� ��	+��) �	���	���	�� �	�*	� �*� '�����������)� %*�

�
#



��2 ���	��
  � 
���	������ ���	����� ������
�

First Principal 
Component

Second Principal Component
DirectionSecond Independent

Component Direction

Direction

    Direction

First Independent Component

,	���� ���H %*� ���� ���� '�	��� ����� 	���'�������& +��) �*� ��	+��) '�����������) �	���	���	��
�*���� %*� ���� (�	��	'�� 5�)'����� 	� �*� �	����	�� �	�* �������� �'���� ? �*� ���� �/	� �+ �*�
'�����������)� %*� ������ 	� �+ ������	�& '��'���	����� �� �*��� %*� 	���'������ ��)'�����
�	����	��� *���
�� ��� '������� �� �*� �	��� �+ �*� '�����������)�

A Skew 

Distribution

A Kurtotic 
Distribution

,	���� ��
H 1�
	��	��� +��) 0����	�� �	���	���	���H �*� ������ �	�� �� �*� ��+� ��'������� � ����?
�	
��& ������ �	���	���	��J �*�� �� �*� �	�*� ��'������� � '��	�	
��& ������	� �	���	���	��J 	� ���*
����E �*� ���	� �	�� ��'������� � 0����	�� �	���	���	��

���� (�	��	'�� 5�)'����� 	� �*� �	����	�� �	�* �������� �'���� ? �*� ���� �/	� �+ �*� '�����������)�
%*� ������ 	� �+ ������	�& '��'���	����� �� �*��J �� *�
� �� �*�	�� �	�* ��� �	)���	���� ����J
�*� ������ (5 )��� �� '��'���	����� �� �*� ���� ��� �� 	� � '���� F�	�* 
1 ����G �� )���
���� �*� ������ (5 �� �*���� %*� 	���'������ ��)'����� �	����	��� *���
�� ��� '������� ��
�*� �	��� �+ �*� '�����������)� %*� ���� ����'������ 5�)'����� �	
�� �� 	�+��)��	�� ����� �*�
�	����	�� �+ �*� ������J �*�& ����& ��� 	���'������� .��* *���
�� ���� �*� ������&	�� ������
�+ �*� �	���	���	�� 	� �*�� ���* ���� �*� 	���'������ �	����	��� �+ �*� ��	+��) ��� �	)���	����
�	���	���	���

-� �	�� ��� �*�� �*��� ��� ��� )���� )��*��� ���� �� ���
� �*	� '�����) ? ��� ���� 	�+��)��	��
�*���& �*	�� �*� ��*�� ���� �*� *	�*�� ����� )�)���� �+ �*� ����� -� *�
� ������& ���� �*� ����
��� )�)���� �+ � ��� �+ ����H

�� %*� ���� )�)��� 	� �*� )���� %*� )��� ��� �� ���������� +��)

# L �F$G L

�
�F�G��� F���G


� %*� ������ )�)��� 	� �*� 
��	����� %*� 
��	���� ��� �� ���������� +��)

%� L �FF$ � #G�G L

�
�F�GF� � #G��� F���G

,�� � 0����	�� �	���	���	��E �*�� 	� ��� �*��� 	� �� ���� ����� �*� �	���	���	��� ,�� ��*��
�	���	���	���E &�� )�& ���� �� 	��������� 	� *	�*�� )�)����H



 ��� !����� ��� ��
���� ���

x

x

y

y

1

2

1

2

Inputs Outputs
w12

w21

,	���� ���H 4����� ��� 8������:� )�����

� %*� �*	�� )�)��� )������� �������� F��� ,	���� ��
G 	� � �	���	���	��H

�FF$ � #G�G L

�
�F�GF� � #G��� F��!G

�+ � �	���	���	�� 	� '��+����& �&))���	���E �*	� �	�� �
������ �� 2�

� %*� +����* )�)��� )������� �*� ������	� �+ � �	���	���	��� %*	� 	� � )������ �+ �*� '��?
'���	�� �+ �*� �	���	���	�� �*	�* 	� 	� �*� ��	�� �+ �*� �	���	���	��H

�FF$ � #G�G� � L

�
�F�GF� � #G���� � F��$G

%*� ���) Q?�R 	� ����� �� ������ �*�� � 0����	�� �	���	���	�� *�� 2 ������	��

�� ��� �� �*��� �*�� 	+ ��� �	���	���	��� ��� 	���'������E �*�� �*�	� *	�*�� )�)���� ���	�+& �*�
��)� �������	�� �*�� �� ��� �	�* �*� ������ ����� ����	��	�� �*�� �� ����������� �*� �	���	���	���H

�FF$, G�G L �F$�G��F, �G�
� F���G

%*	� +��� 	� ���� 	� ��)� �����	�*)�
��+��� �� ���� �� ��)� �����	�*)� �*	�* *�
� ���� '��'���� +�� �*	� '�����) �� )	�*� ���

�*�� �&'� �+ �''�	���	��� )	�*� ������ +��) ��	�� ���� �� '��+��) � ��	�� ��'����	��� ��� ����
	� �*� ����)��	� ����	�
�� �+ � �	���� 
�	�� +��) � ��	�& ��
	���)���J ��� ������ ����&	�� �*�
	��������	�� �+ �'���* ��))��	���	�� �	�* ����?������ )��*	��� F�*��� �	�� )��*	��� �*	�* �	�*
��� ���� �����G 	� �*�� �*��� )��*	��� ���� �� �� �	������ 	� ���& *	�* ������� �*��� �*��� ��� ����
�+ '��'�� ��� ���� �+ ���Æ� ��� �� �� 	��	
	���� �'���	�� 	��� ���* � )��*	�� �	�� �����	��& *�
�
��)'��	�	���  ������& �*��� *�� ���� �� ����)��� 	������� �������& 	� �*� ��� �+ �*� ����'*���
+�� ���� *�)� ����	��� ���	� �*	�� )��� '��'�� ������ �*�� �*�& ��� ��� �*� '*��� 	� � B�	��
���� �+ �*�	� *�)� �� ����� �	�� �� )��� ��� ��))��	���	�� ������ ���	��� 	������'�	��� +��)
�*	�����E ���� ����� ����

'�� >����� ��� 0������

4����� ��� 8������ '��'���� � ������ ������� ���*	������� F,	���� ���G �	)	��� �� ,=���	>��:� ����
)����� %*� +���+������ �+ ���	
��	�� ��� �*� ������� 	�*	�	�	�� ��� ������ �&H

�� L �� �
��

���

�����

�� ��+���E 	� )���	/ ���)�E �� ��� ��	��

� L 0�7�
��� ��E � L F�N7G��0

%*	� ����� 
��& �	)	��� �� )����� �� �	������� ����	�� F��� ,=���	>��:� )�����G ��� �� �*��� ��� �*��
����	���& 4����� ��� 8������ 	�������� �� ���?�	����	�& 	��� �*� �����	�� �����

��+��� �� ���� �*��*�� �� ��� ��� � �����	�� ���� �*	�* �	�� ���'�	
��& ���
� �*� '�����)E
��� �� ���� ����	��� 	+ 	� 	� '���	��� �*�� ���* � ������� ��� ��'����� ��� )	/�� ��������



��
 ���	��
  � 
���	������ ���	����� ������
�

*���� 3� 
��
��� -���������

5���	��� �*� 
M
 '�����)� "�� �� *�
� ��� �	����� ��F�G� ��F�G �*	�* ��� +����	��� �+ �	)� ��� ���
�*�) �� )	/�� ��	�� � )���	/ � �� ��� �*� )	/�� �	����� ��F�G� ��F�G� %*��

��F�G L �����F�G N �����F�G

��F�G L �����F�G N �����F�G

��� �� *�
� ���'��� +��) �*� ������� ���	�+&	��

�� L �� � �����

�� L �� � �����

 ����	���	�� �� ���

�� L �� � ���F�� � �����G

��� ��������	�� �	
�� �� L
�� � �����
�� ������

 	)	����&E �� L
�� � �����
�� ������

 ����	���	�� +�� �*� �� 
����� �	
��

��F�G L
F��� � ������G�� N F��� � ������G��

�� ������

��F�G L
F��� � ������G�� N F��� � ������G��

�� ������

,��) �*	� �� ��� ��� ��� '�	�� �+ �����	��� �� �*	�* �*� & 
����� ��� � +����	�� ���& �+ � �	����
�	���� � 
����H

� �+ ��� L
���
���

��� ��� L
���
���

�*�� �� ��� �*� �����	��H

��F�G L
F��� � ������G��

�� ������

L
F��� � ���

���
���G��

�� ���
���

���
���

L
���F������ � ������G

������ � ������
��

L �����F�G

 	)	����&E ��F�G L
F��� � ������G��

�� ������

L �����F�G

� ��������	
��&E 	+ ��� L
���
���

��� ��� L
���
���

�*�� �� ��� �*� �����	��H

��F�G L
F��� � ������G��

�� ������

L �����F�G

��F�G L
F��� � ������G��

�� ������

L �����F�G

�� �	�*�� ���� �*� ������� 	� �/�����	�� �*� �	���� �	����� +��) �*� )	/���� ? ���* ���'�� 	� �
+����	�� �+ ���& ��� ��F�G� 8���
�� �*	� ���& �*��� �*�� �*� �����	�� 	� '���	���J 	� ���� ��� �	
�
�� �� �����	�*) +�� ���	�� �*��� �'�	)�� ��	�*��� -� )��� ��� � �����	�� �����	�*) �*	�* �	��
���'� �*� ��	�*�� ���	�� �����	�� �� ��� �*��� �'�	)�� ��	�*���



 ��� ���#�
���
 	�� ���

*���� �������� ��� ,������

8�
	�� ��� � ������� �*	�* 	� �*�����	����& ��'���� �+ ��'����	�� �*� ��� �������E �� ��B�	�� ��
��� � F������ �������G �����	�*) �*	�* �	�� ������ �*� '���)����� F�*� ��	�*��G �	�� �*� ��'����	��
�������& *�''����

%*� �����	�� ���� 4����� ��� 8������ ��� 	�

Y��� L �4�F��G�F��G +�� � �L + F���G

�*	�* 	� ������& �� �/����	�� �+ 8���	�� �����	���
���	�� �*�� 	+ �� ��� 	����	�& +����	��� +�� +FG ��� �FG �� ��� ��	�� �/����& �	)'�� 8���	��

�����	�� �*	�* �� ���� �	�� ����������� �*� ���'���� 9����� �*�� �*�� �� ����������� �*� ���'���E
�F����G L 2� �+ �� *�
� ��� 	���'������ ������� �*� �/'����� 
���� �+ ��� ��	�� *	�*�� �����
)�)���� �	�� �� �B��� �� �*� '������ �+ 	��	
	���� *	�*�� ����� )�)����� 	��� �F��� �

�
� G L

�F��� G�F�
�
� G +�� ��� 
����� �+ ) ��� ��

4����� ��� 8������ ������� ��	�� ��� �	K����� ��� +����	��� 	� �*� �����	�� ���� ���� �� ���
+����	�� 	� ��� �*	�* ���	���� +F?/G L ?+F/G ���* �� �F�G L �� �� �*�� ���� +F?
G L ? � L ?+F
G�  	���
�*� +����	��� +FG ��� �FG ��� ��� +����	���E �*�	� %�&��� ���	�� �/'���	�� �	�� ����	�� �����& �+ �*�
��� ���)� ����

�F�G L

��
���

������
����� ��� �F�G L

��
���

������
���� F��#G

%*� +�)	�	�� ���*FG +����	�� F���� 	�� �������G 	� ��� ���* ��� 	�� �/'���	�� 	�

���/F�G L �� ��

�
N


��

�!
� �� F���2G

%*���+��� �*� �*���� ��� �� �*� ����	�� ���� +�� � ��� ���'�� ������� 	� �+ �*� +��)

Y��� L �4�F��G�F��G
L �4

�
�

�
�

�����
����
� ������

5��
������� 	� ����*�� �*�� ��� �*� )�)���� �F������ ������ G L 2�
+�  � ��� ����	��	��� 	���'��?
����� ������ �*��

�F������ ������ G L �F������ G��F������ G F����G

4 ��� 8 ����� �*�� �	��� )��� ���	� �	����� *�
� �� �
�� �	���	���	��E �*�	� ��� )�)���� ��� ;���
��� *���� �� �*� ���
� ����� �+ ���
������� �� *�
� �*� 	���'������� ��	���	�� F����G ���	�����

�� '����	�� �*� �	���� ��'����	�� '��'���	�� ���) �� ���� �*�� ��'����	�� 
 �� '��*�'� �

�	��� +��) � )	/���� ��� �� )��� �*�� �*��J ���� �*� '������ 	� ��� ������ ��� ��B�	��� ����+��
'���)���� ����	���

����*�� �/�)'�� �+ ��	�� �*� ������� ��� �	
�� 	� �*� 	)��� '������	�� ����H �*� 	�'�� ����
��� ����� ��	���� �� ���� ��� �	�* � ���'	�� ��&��� %*� ������� �������+���& ���
����� �*� 	)���
�� ��� 	� �*	�* �*� ��	�	�� ��� '������� �� �*� ����� �+ �*� '�'��� %*� ������ 	� ��� �� �*� +���
�*�� � ���'�� �	�� 	��������� ��'������	�� ������� �*� / ��� & �����	������ %*	� ��'������& 	�
)	�	)	��� �*�� �*� �	��� ��� �	�*�� *��	;����� �� 
���	���� �� +��� 	+ �*� ��	�	��� ��	�	�� 	� ������
�� �*� 
���	��� �*�� *��	;����� ��	�����	��E �*� ���'�� �	�� �� � 
���	��� �	�� �+ ��/��

'�� ���9�	���� %-�

���:�  ���'��� �����	�*) ��� �*��� ����	�� �� ��� �*� (�	��	'�� 5�)'������ �+ �*� 	�'�� ����
�*	�* �� ���� )���� ����������	�� ���*�� �*�� 	���'������� �+ �*� ���'���� %*� �����	�� ����
	� ��'����� *��� +�� ���
��	����H

Y��� L 4F���� � ��
�
�

�����G F���
G



��� ���	��
  � 
���	������ ���	����� ������
�

 	��� 	� ���� �� �''��/	)��	�� �� ���� (5� ��� (5� �	
�� �� �*� ����� ����� 	� �����������	��
�+ �*� ���� +��) � �	���� �'����	��E �*� ��� ������� ��� �� �*���*� �+ �� ���	�� �*� ���� �	�����&
��)'������ +��) �+ �*� �����

7��*���� ��� 4���������� *�
� ���	
�� +��) �B���	�� ���
 � ���?�	���� �B�	
�����H

Y��� L 4F���F��G� �F��G
�
�

����F��GG F����G

%*	� ��� �� ���	
�� �� �� �''��/	)��	�� �� �*� ���� ���?�	���� ��)'����	�� �+ �*� ����� -*	��
�*��� 	� �� �22V ������ ���	
��	�� �+ �*	� �����	�*) �� � �����	�� �� �*� �5� �+ � ���� ���E 	�
*�� ���� +���� �/'��	)������& �*�� �*� �����	�*) ���� 	����� ��� 	���'������ ������� �+ ��)�
)	/����� �+ �	����� F��� �����G� ���� �*� ���	�	�� �+ � ���?�	����	�& ������ �*� �&))���& �*	�* ��
+���� ��	�� �*� ��	�	��� ����'��� �����	�*)H �	�* �*� ��	�	��� �����	�*)E �*� 	��	
	���� '�	��	'��
��)'������ ���� ��� +���� F	����� 	� 	� �/'��	)������& +���� �*�� �*� �����	�*) ����� �� �	
	��
�*� 
��	���� �' �
���& ������� �*� ���'�� �������G� %*���+��� �*� ��	�	��� �	���� �����	�*) ����
���& � ���	� �+ �*� ����'��� �
� �*� ������ '�	��	'�� ��)'������ �*�)���
��� 8���
�� �*	� ���?
�	���� �����	�*) F����G ���� �*� 	���'������ ������� �/����& ��� ���� � �	���� ��)�	���	�� �+ �*�
��������

*���� -�
�������� ��	 ����������

7��*���� ��� 4���������� *�
� �*��� �*�� �*� �����	�*) ���	
�� ���
� 	� ��'���� �+ ��'����	��
�	����� 	��� �*�	� �	��	����� ����	������ �� �� �/�)'��E �� ��'��� �*�	� �/'��	)��� �� ��'�����
��)'��� �+ � ��) �+ �	����	�� 	��� 	�� ��)'����� '����H �*� �/'��	)����� ���� ����	��� �+ �
��)'��� �+ � �	���� ��)'���� �+ �*� ��) �+ 
 �	����	�� 	� ��	��H

�F�G L

��
���

��
��F
'���� 8�G N D� F����G

%*� �)'�	�����E �� E +��B����	��E �� ��� '*���� 8� ��� ������� ��� )��� �� ���	)���� �& �*�
�����	�*)� -� ��� 	�	�	���& �*	�� ��	��E D� � �F2� 2�2!G �*��� � ������� �	)��

��� 	�'�� 
����� 	� � 
����� ��)'�	�	�� � �����)�& ����� 	������� �+ �F�G ��� �*�� �+ �*� ��
�����B���� �	)��E � N �� ���N ��� -� ��� �*�� �*�� � ������� �*��� ���'�� ������� ��� � ���?
�	���� +����	�� ��� ������ ���� �� ��'����� �*� 	�'�� �	���� 	��� 	�� ��)'����� '���� �*	�� �*���
��	�� �	���� +����	��� ��� ���� ���� �� �	K�����	��� �*� 	��	
	���� ����	������ %*� ��	�	��� �	����
	� �*��� 	� ,	���� ��� �*	�� �*� ���'�� �+ �*� ���?�	���� ���'�� ������� ��� �*��� 	� ,	���� ��!�
%*	� ��'��	�	�& 	� ��� �K����� �& �������� ��	��� 5�����& �*� ���'�� ������ *�� 	����	��� ���
�+ 	���'������ �	����	��� ��� 	� �������E �*	� �������:� '��+��)���� �� ���� 
�	�� ���� *�� ���
&	����� 
��& ���� ��������

'�� 
�)��&��	�� 4�/	&	���	��

���� ���  �������	 *�
� ��
���'�� � ������� ����� �� �*� ���	�� �� )�/	)	�� )����� 	�+��)��	��
������� 	�'��� @ ��� ���'��� <H

(F$ J, G L �F, G��F, �$G F���!G

%*�& ������E *���
��E �*�� �F, �$G 	� 	���'������ �+ �*� ��	�*�� - ��� ��

<(F$ J, G

<�
L

<�F, G

<�
F���$G

��� ��)�� �*� 	�������	�� '���H �*� �����'& �+ � �	���	���	�� 	� )�/	)	��� �*�� ��� �����)��
��� �B����& �	���&� %*���+��� �� �	�* �� �*���� �� ���	
��	�� +����	�� �� �*� ���'�� ������� �*	�*
�B���	��� ���* ������:� �*����� �+ ��	�� ��� �� )�/	)	��� �*�	� �������	
� �����'&� �� �/�)'��



 ��� 
���
���
�� ���
�
���
�� ��!

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

0 20 40 60 80 100

original mixture

,	���� ���H %*� ��	�	��� �	���� ��)'�	�	�� � )	/���� �+ �	����	��

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

0 20 40 60 80 100

first output signal

,	���� ��!H %*� ���'�� +��) �*� ���� 	���������� �+��� ���	�	�� �*�� �*� ���'�� ������:� ���'��
	� � ���?�	���� +����	�� �+ 	�� 	�'���



��$ ���	��
  � 
���	������ ���	����� ������
�

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

-3 -2 -1 0 1 2 3

,	���� ��$H %*� ���	� �	�� �*��� � 0����	�� '�����	�	�& �	���	���	��� %*� �	�)�	� 	� �*� �'�	)��
+����	�� +�� �
��	�� ��� �*� ���'�� �	���	���	�� �� �*�� ��� ���'��� ��� �B����& �	���&�

	� �	
�� 	� ,	���� ��$ 	� �*	�* �� �*�� � 0����	�� �	���	���	�� ��� � �	�)�	�� ���� �*�� �� �*�
'�	��� �+ �*� �	���	���	�� �� �*	�* �*��� ��� )�/	)�) 
����� �*� ���'� �+ �*� �	�)�	� 	� ��������H
�*� *	�* ����	�& '���� �+ �*� '�����	�	�& ����	�& +����	�� �+ �*� 	�'��� 	� )���*�� �	�* �*� *	�*�&
���'	�� '���� �+ �*� �	�)�	�J �*	� �
��� ��� �*� �	���	���	�� �� �*� ���'����

�+ �� ����	��� � �	���� ���'�� < �	�* � �	���� 	�'�� @ ��	��� �& � �	���� ��	�*� �E �*� �	���	?
���	�� �+ �*� < 
����� 	� �*��� 	� ,	���� ��� �
�� �*� ��	�*�� � ��� 	�'��� @ �*���

� L
�

� N �/' F���G F����G

,�� ����� 
����� �+ � FL�G �*� 0����	�� ������ �+ �*� 	�'�� �	���	���	�� 	� ������ ,�� �����	
�

����� �+ � �*� �	���	���	�� ����)�� � �	'���� �	���	���	�� �	�* �B��� '�����	�	�& +�� ���* �+ �*�
��� �	)	�	�� 
�����J ��� �*��� 	� �� 	����)��	��� 
���� �+ � �� �*	�* �*� ���'�� �	���	���	�� 	�
��	+��)� %*	� ���� 	� �*� �'�	)�� 
���� �+ � +�� �*	�* ��� �����	�� �����	�*)� �*���� �����*�

���	�� �*�� �*	� 
���� ��'���� �� �*� ������ �	���	���	�� �+ �*� 	�'�� ���� �*	�* 	� �*� ����
�+ �����	���*	' �*�� ��	�� ������ �����	�� �	��� 	� 	�*������& ���'���� �� �*� ����	��	�� �+ �*� 	�'��
�	���	���	���

*�#�� ��� �������� 3�������


-� ��� ��	�� �*� '�����	�	�& ����	�& +����	�� �+ �� ���'�� & ��

��F�G L
�	F�G
!�
!	

F����G

�*��� ��FG 	� �*� '�����	�	�& ����	�& +����	�� �+ & ��� �	FG 	� �*� '�����	�	�& ����	�& +����	�� �+
/� %*�� �*� �����'& �+ �*� ���'�� 	�

�F�G L ��F�� ��F�GG L �F�� �<�
<�
�G��F�� �	F�GG F���#G



 ��� 
���
���
�� ���
�
���
�� ���

Output Probability Distribution

-3
-2

-1
0

1
2

3 -1

-0.5

0

0.5

1

0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8

,	���� ���H %*� �	���	���	�� �+ �*� ���'��� �� � +����	�� �+ 	�'��� ��� ��	�*��� %*� ��	�*� �*	�*
�	
�� �*� )��� ��	+��) �	���	���	�� 	� ����� 2 	� �*	� ����� ���� �*�� �*�� �*� ��	�*� 	��������
������� �E �*� �	���	���	�� ����)�� )��� '����� F�������& 0����	��G� -*�� �*� ��	�*� ���������
�� ���� �� ��� � �	)���� �	���	���	���

��� �*� ������ ���) *��� 	� ���K����� �& ��& �*���� 	� �*� ��	�*�� ��� �*���+��� �� ��� ���?
�������� �� )�/	)	�	�� �*� ���� ���) �	�* ���'��� �� �H

Y� � <�

<�
L

<

<�
F�� �<�

<�
�G L F

<�

<�
G��

<

<�

<�

<�
F��
2G

�� �*� �'��	�� ���� �+ �*� ���	��	� �����+�� +����	��E

�
� L ��N ��

� L
�

� N �����

%*��

<�

<�
L ��F�� �G F��
�G

<

<�

<�

<�
L �F�� �GF� N ��F�� 
�GG F��

G

1	
	�	�� F��

G �& F��
�G �	
� �*� �����	�� ���� +�� �*� ���	��	� +����	�� �+

Y� � F
<�

<�
G��

<

<�

<�

<�
L

�

�
N �F�� 
�G F��
�G

� �	)	��� ����)��� �	
�� �*� ���	
��	�� �+ �*� ��	�*� �'���� ���� +�� �*� �	�� ���)

Y�� � �� 
� F��
�G

���	�� �*� �K��� �+ �*��� ��� �����H



��� ���	��
  � 
���	������ ���	����� ������
�

�� �� ���
�������E Y�� L 2 ��� �� �*� �/'����� ���'�� 	� �
� � %*	� 	� �K��� )�
�� �*� �	�)�	�

*��	;������& ����� 	�� ���'* �	�� �*� ������ �+ �*� �	�)�	� F�*� ����'��� '���G 	� ���
� �*�
'��� �+ �*� 	�'�� �	���	���	�� �	FG�


� 6����*	�� �*� ���� ���� 	� �*�'	�� �*� ���'�� �	���	���	��H

� �*� �
� '��� ���� �	�� �� ���	?����& ���) ��� )�
�� �*� ��	�*�� ���& +��) ��� �+ �*�

��	�+��)��	
� �	����	���E �*��� � 	� ;��� ��� & 	� �������� ���������� �+ �*� 	�'��� 	���

� L
�

� N ����
F��
!G

� �*� ��*�� ���) 	� ���	?8���	��� %*	� ���'� �*� ���� +��) )�
	�� �� �*� ��*�� ��	�+��?
)��	
� �����	�� �*	�* 	� �*�� �*� & ���'�� 	� ����&� �

%*��� +����� ������� ��� F������ �*� ��))���� 	� �*� ���� �*�'���G ��� ����� �*� ���'�� �	���	���	��
�� ����	�	�� �� �*� )�/	)�) �����'& �����	���

-� �� ��� ��'������ �*� ���	
��	�� �+ �*� )��& 	�'��?)��& ���'�� ���� ��� )����& �	
� �*�
�������H

Y5 � F5 � G�� N F�� 
�G0
�

Y1� � �� 
�

�� 	� '���	��� �� ��� 
��& I�/	��� �	�)�	�� 	� �*	�* ���� �*� ��' ��� �����) '���� �+ �*� �	�)�	�
��� 	���'�������& )���*�� �� �*� 	�'�� �	����:� ����	��	��� ���� ���  �������	 �*�� �*�� ���* �
������� ��� �/����� �2 
�	��� +��) � �	���� )	/���� �+ 
�	��� �	�* ����� '���	�	��� %*�	� �����	�*)
*�� ���& +�	��� ����� ��� ����	�	���H

� -*�� )��� �*�� ��� �+ �*� ������� ��� �*	�� 0����	�� ��	��

� -*�� �*� )	/	�� )���	/ ��� ��)��� �	������

�� �*� ���� ����E �*��� 	� �� '���	��� �����	�*) �*	�* ��� �/����� � �	���� 0����	�� +��) � )	/����
�+ 0����	��� �	��� �*� )	/���� �+ 0����	��� 	� 	����+ � 0����	��� �� �*� ������ ���� �*� '�����)
	� 	�� ������ �	��� �� *�
� � �	����� ��� 	 � 	���'������ 	�'��� �� �*� ������ ��������

�� *�� ���� �*��� �*�� ��)�
	�� �*� ��������	��� F�*� ������ ����� ����	��	��G +��) �*� 	�'��
���� ������& 	�������� �*� �'��� �+ ���
������� �+ �*� �������H 8���	�� F��� ���	?8���	��G
�����	�� ���'���� )����& �� �*� ��������	��� 	� �*� 	�'�� ����J �& ��)�
	�� �*��� �*� ������� ���
����������� �� �*� ��*�� +����� �+ �����	��� %*	� 	� ��)��	)�� ����� �� �'*��	�� �*� ���� ? 	+
�� ���� ����	�� �*� ���� ��� �� ����� ��� � *	�* �	)���	���� �'*��� F���*�� �*�� �� ���	'��G ? ��
�*	���	�� �*� ���� ? 	+ �� '��� �*� ���� �� � �	)� ���	�� 	� ����� �*���� �''��/	)����& �B����& ��
��� +��B����	���

'�� "(� %�	���# 2	&���	��

%*� ����' �+ )��*��� ����� �� (������	�� (����	� 	� ����� �� ��� ������� 	���H ���*�� �*�� ���
	��
�*� �	Æ���� '�����) �+ 	����	+&	�� ��������� 	� *	�* �	)���	���� ����E '������ �*� ���� ���� �
��� �	)���	���� ����'��� ��� ���� +�� ��������� 	� �*� '������	��� 8���
�� ��� ��� '������	���
�	�� ��
��� �*� ����:� ��������� �B����& ����� %*���+��� �� ����� �� 	���/ �*�� )������� *��
Q	�������	��R � �	
�� '������	�� 	�E ��� �*�� ��'������ �*� ���� 	� ���)� �+ �*� '������	��� �*��
)�/	)	�� �*� 	���/ ��� ��� �*���+��� )�/	)���& Q	�������	��R�

-� �	�� 	�	�	���& �����	�� ��� ������	�� �� ��� �	)���	���� ����'���� 	��� �� �	�� 	����	+& ��
	���/ +�� ���* �	�� 	� �*� �'��� ��� ����)'� �� )�/	)	�� �*� 	���/ 	� ����� �� )��� '������	���
�+ �*� ��� ���� ���� �*� �	�� �� 	�������	�� �� '���	����

5�����& �*� �*�	�� �+ 	���/ 	� �*� ����	�� +����� 	� (������	�� (����	�E ��� �*� 	���/ 	� �'��	���
�& ��� ���	�� �� 	����	+& 	�������	�� �	����	���� %*���+��� �� )��� ����� �*�� �� )��� �&
Q	�������	�� �	����	���R�



 ��� ��� 	�
���� �
����
�� ��#

Inputs

x

u

z

w v

y

Weights

x

x

z

z

y

y3

1

2

1

2

3

1

2

3

,	���� ���H %*� �/������ �/'�������& '������	�� '����	� ��������
%*� ���� ��&�� �+ ��	�*��E AE ������������ �*� 	�'���J �*� 	�������	�� ������� �*� ������ ��&�� �+
��	�*��E - ��� �*� �*	��E D ��	)	����� ����	��	��� ��'������	�� +��) �*� ; 
������

,�	��)�� ����� �*�� �*�� �����	����� �� 	�������	�� �	����	�� 	� )��� �	Æ���� �� ����� �*��
�*�� �����	����� �� ��	�������	�� �	����	��� %*� 	��� �+ Q	�������	������R 	� ������& ������ 	�
�����	�� �� �*� �+�?B����� �����
��	�� �+ 1	����	� ��� ,����)�� �*�� )��� '������	��� �+ *	�*?
�	)���	���� ���� ���� ���	����& �	��� �*����* )��� )���	?�	)���	���� ���� �	
� ��)��� 0����	��
�	���	���	���� %*	� ����� ������� �*�� 	+ �� �	�* �� 	����	+& Q	�������	��R +������� 	� ����E ��
�*���� ���� +�� �*��� �	����	���E '������	��� ���� �*	�* ��� �� ���?0����	�� �� '���	���� %*�
�����	
� +������� ������� ��� �� ���� �� ��� 	�������	�� �	����	��� �& ��	�� 	� �� 	����	+& �	����	���
�*	�* ��� )��� ������	� �� )��� ������ F��	�� �*� +����* ��� �*	�� )�)���� ���'���	
��&G�

0	����)	 ��� ,&+� *�
� ��
���'�� �� �/����	�� �+ �*� �����	
� +������� ������� �����	��� 	�
5*�'��� ��

%*� ���� ��&�� �+ ��	�*�� '��+��) �/����& �� �� ��� 	� ,���	��:� ������ )����J �*� �B���	���
���

:� L �� N

��
���

=��:�

�	�* �����	�� ����

Y=�� L �4F�� :�:�G

%*� ��� ������ 	� �*�� �*� ���'���E �*� ��)'������ �+ <E ��� ������������ �	�* ����� �B��� 
��	�����
���� �*�� �	��� 	+ �*� �	����� F���* �� 
�	�� �	�����G ��� ��� 0����	�� �*	� ���� ��� ���� ��
��'����	�� �+ �*� 	���'������ �������� %*� ��� ������ 	� �*� ��)�
�� �+ �*� ������ ����� ����	��	��
+��) �*� ���� ? �*� ��
��	���� )���	/ �+ �*� ; 
����� �*���� �� �	�������

��� < 	� +�� +������ �*����* �*� - ��	�*�� �� �*� ���'�� ������� �*��� �*��� 	� � ������ ��&��
�+ ������� 	�*	�	�	��� 8���
�� ��+��� �*� ���	
��	�� 	� '����� �*����* �*	� ��&�� 	� 	� '����� ����
�� �*� ��	�	���	�� ; 
����� �� 	�*	�	�	�� ��� �*�� � ���?�	���� +����	�� �+ �*� 	�'��� 	� ����������H

�
�� L
�
�

���:�

:� � :� � ����
��

�� L �
�� � ���/F�
��G

��� �� '��� �*	� ���'�� �*����* �*� ������� 	�*	�	�	�� �� ��� �*� ���� ���'�� & 
�����

�� L �� N
�
�

;���� F��
$G

��� �*�� �*� ��� ��	�*�� ��� ����������

Y��� L ?:���

Y;�� L 7����

%*� ��� ������ 	� �*� ��)�
�� �+ ��& ��'������� +��) �*� ���'�� �	������



��2 ���	��
  � 
���	������ ���	����� ������
�

2�$! 2�
2 ?2��� 2�$2 2��$�
?2�� ?2��# 2�� ?2�� 2�!�
2�$� ��! ?2�� 2��� ����
?2�
�� 2��� 2��! 2��! ?2��$
2��! ?2��� 2�$ ?2�� 2��

%���� ���H %*� 6	/	�� 6���	/ ���� �� ������ � ������ �+ 
�	����

6��� � 2�2�����
6��� 
 2�22����
,�)��� � 2�222
��
,�)��� 
 2�222�$�
,�)��� � 2�222�#�

%���� ��
H ,����* ����� 5�)������ �+ �*� 	��	
	���� 
�	����

*�&�� 
��
���

��� �+ �*� �����	'�	��� �+ �*	� �&'� �+ '�����) 	� �*�� �+ �*� Q������	� '���& '�����)R� 0	����)	
*�� �*���+��� ���� �*	� ������� �� �/����� � �	���� 
�	�� +��) � �	���� )	/���� �+ 
�	����

,	
� ��)'��� �+ �
� ������� �+ ������� �'���* ��� �������� ��	�� �*� �������� ������) ��)'�	��
���� �+ ��*;� %�� ����� )��� ��� +�)��� 
�	��� ���� ���� ����� �	�* �*�� �+ � +�)��� �*	��� %*�
�'������ ���* �'��� �*�	� ��)� ��� � �	/ �	�	� ��)���� %*� ��)'��� ���� �*�� �	�����& )	/��
��	�� �*� ! / ! )	/	�� )���	/ �*��� 	� %���� ��� �*	�* 	� ���� ����	�	���� �	�* � �����)	����

���� �+ ���
� %*� +����* ����� ����	��	�� �+ �*� ��	�	��� �	����� ��� �*��� 	� %���� ��
�

%*� ���'�� �	����� '��&�� ���� ��� ����� �	�* �� ���	���� �+ �*� )	/���� �� �*��� 	� ,	����
��#� -*�� �� ���� �� �*� ���
����� ��	�*� )���	���E �� ��� �*�� ���* A ��� D ��� �	������ ���
�&))���	� �� ����� �� �/'������ %*� )���	����� �+ �*� 
����� 	� A 	��	���� �*� ����� ��������	���
	� �*� 	���)	�� ��� ����E �	�* �*� �K?�	������ ���)� ��	�� �&'	����& �	�*	� �� ����� �+ )���	����
���� �*�� �*� �	������ ���)�� 5�)'��� �*	� �	�* �*� D ��	�*� )���	/ �*��� �*� �K?�	������ ���)�
��� ��� �*��� ������ �+ )���	���� ���� �*�� �*� �	������ ���)�E 	��	���	
� �+ �*� �*	����� 	�'�� ��
�*� ��&�� �+ ��������

'�! %����	��� 4	�	&�& 5����������	�� .����

-� �������� �*	� �*�'��� �	�* � ��� ������� �*	�* 	� �� �/����	�� �+ � (5� ������� ��� �*	�*
*�� ���� ���� �� ��� 6���	'�� 5�����J �� �� �*	� �� �)'*��	�� �*�� �*	� �*�'��� ��� �*� '��
	���
��� ��� �����& 
��	��	��� �� � �*�)�� ���* ��� �''����*	�� �*� ��)� '�����) ��� +��) �	K�����
'���'���	
���

*�(�� ��� ����� '��� -@���� 
���� ���,���

-� �	������� 	� 5*�'��� ! *�� @� *�� �������& ���	
�� � ������ ������� �*	�* �� ��� �����	�� ��
��� �*	�* +���� ���	
��	�� +������ �� ���'��� ��� �*�� ���� �� 	�'��� �*����* �*� ��)� ��	�*���
8� ��
	����� �*� ������	�� �	���� +��) �*� ���'��� �� ��&	�� �� ����������� �*� 	�'�� 
������ 8�
�	)� �� )	�	)	�� �*� ����� )��� �B���� ����� �� 	�� 	�'��� ��� �*��� �*�� 	� 	� � (5� ��������
%*� ����� ���) 	�

@F7G L �F� 0� \0 �G
L

�
�F0G � 0�7�70 � �0

 ����	�� +��) �*	� F�*	�* 	� ��� �+ �*� ����	�	��� �+ (5�GE @� ���	
�� �*� �����	�� ����

Y7 L #0�0F��7�
7G7 N F0�7�70GF70G� F��
�G



 ��� 	����
��� �
�
��� 
������
���
�� �

�
 ���

,	���� ��#H %*� ��	�	��� �	�����E *�� �*�& ���� ���� �& �*� ������� �+��� �*� )	/	�� )���	/ *��
)	/�� �*�) ��� �*� ����	�
�� �	����� *���� �& �*� ��������



��
 ���	��
  � 
���	������ ���	����� ������
�

�+ �� '�� �*	� 	��� �*� +���+������ ��� +������� ���)�E �� )�& ��� � L70 ��� � L 0�7�70

��� �� ����� �*� ���� ��
Y7 L #F0��7�� N ��� G F��
�G

*�(�� 3		��� %�
��������

��� 	� �*� �����/� �+ �*� �	�����	�� 	� �*� ���� �*�'���E �� *�
� � ������� �*	�* 	� �*���& �	
��
�
�� �� ���'����	�� ? �*� ������� ��� ���	�� �*� )�/	)�) 	�+��)��	�� ��� �+ �*� ���� ���� -�
��B�	�� �� ��� ��)� ��)'��	�	�� �� �*� ������� �� ��� �*� 	���'������ ��������

��� ��& �� �� �*	� 	� �� �	)'�& ��� � ���?�	����	�& �� �*� �����	�� ���� �� ���

Y7 L #F0�� �F7��G N ��F�G� G F��
#G

%*	� ���� *�
� ��)� �K��� 	� ���	�� �*� 	��	
	���� ������� F�*	� 	� �*� ��)� )��*�� 7��*����
��� 4���������� ���G ��� �*� ��)'��	�	�� 	� B�	�� ����� � ������ �����	��E ��
���'�� �& C*���E
@� ��� ,�E 	� �� �/'�	�	��& ��� � '�����& ���) �� �*� ���� +����	�� �� ���

�F7G L @F7G N 0AF7G F���2G

�*��� 4FG 	� �*� ���� �����������	�� ��	���	�� �� ��+��� ��� 0FG 	� � ��)'��	�	�� ��	���	�� �*	�*
�	�� '����	�� ���'����	��� %*� "������� '���)���� 0 �	�� �����?�K ��)'��	�	�� +�� ���'����	��
�� �� ��� ��)'��)	�� ������� �*��� ��� ��	���	��

%*� ��/� ����	�� �	�� ����	��� �*� ������ �+ �*� ��)'��	�	�� +����	�� 0FG�

��� =����� �
 ��� '��&��
�
�� #��	�
��

C*��� �� �� ��
���' � ��)'��	�	�� +����	�� ����� �� 	�+��)��	�� �*���&� ,	����& ��� �*� ���

���	
��	�� �� /� �*	�* �	�� �*�� �� '����� �*����* �� ���	
��	�� +����	�� +FG �� ��� �*� ���'�� ���
%*��E 	� �*� ������� �+ ��	�� �� �*� 	�'���E �*� )����� 	�+��)��	�� ������� 	�'��� ��� ���'���
���	����

(F��0G L (F���G F����G

�+ �*� '����&��'�	� '�����	��� ��� +�����	�� F������ �*� '��
	��� 5*�'���GE

�F�G L

��
���

�F/�G F���
G

��� '���	��� 	���/ )	�*� �� �� ������ �*� '�	��	�� ��������	�� �
�� �*� ���'���� %*�� �� )	�*�
*�
�

A L

��
���

��
����� ���

��� �*���

��� L

�
F����G�F0G�0

%*	� ����� �����	��& ���� +�� 0����	�� �	���	���	��� ��� 	� ��� ��Æ�	��� +�� ���?0����	�� �	���	?
���	��� ��� �� �� )	�*� �/���� �*	� ��

��� L

�
F����G

��F0G�0 F����G

%*�� ���� ���	��  L 
 �� ����� *�
�

Y1� L #F0��1��� N ���� 0���0
�
%���

��� G F����G

�*����& 	�������	�� *	�*�� ����� ����	��	�� 	��� �*� �����	�� �����



 � � �������
�� ���

-� ��� 	)��	�� � ��)��� �+ ��)'��	�	�� +����	��� ��� �+ �*	�* �*���� �*��� �*� '��'���& �*��
�*�� �*� ���'�� �+ ��� ������ 	�������� �*� ��*��:� ���'�� )��� ��������� 	��� 	+ %�FG 	� �*� ���'��
+����	�� �+ �*� ��� ������E �*��

<%�
<��

	 2�
+ �L � F���!G

'�' -������	��

-� �*���� 
	�� �*� ���� ��� �*�'���� �� ��� �	K����� +����� �+ �*� ��)� '�����) ?�*�� �+ 	����	+&	��
������&	�� ������ +��) ���� �*	�* 	� � )	/���� �+ 	���'������ ���� +��) �*� ������&	�� �������
%*� )��*��� 	� �*� '��
	��� �*�'��� ���� �� ����������� �� �*� '��&?�K ������� ��� ������
)��*��� ? ��)'��	�	�� ��� ���'����	��� %*� )��*��� 	� �*	� �*�'��� ��� ����� )��� �� �*�
����	��	��� '��'���	�� �+ 	���'������ �	���	���	����

%*��� 	� �� &�� �� ��)'���� �����	�� �� �*	� '�����) ��� �������* 	� ����	��	�� �� ��������
�	�� �*��� �	������� 	� �*��� �*�'����� �� 	� � +���	���	�� ���� �+ �������* ��� ��� �*	�* )�& ����
���� +��	� 	� �*� ���� +������



��� ���	��
  � 
���	������ ���	����� ������
�



������� �

��������

�� �*	� �������	�� �*�'���E �� �*��� 	�
���	���� ����&�	����& 	����� �����	���� �	�* �����	�� 	�
���	��	�� ������ ��������� 6��& �+ �*��� 	�����E 	� +���E ����� �	�*	� ��*�� ��))��	�	�� ����
)��*	�� �����	�� �� ����	��	��� 	�+������ ��� ��� 
��& 
��	� +�� ����� ��� ������� 	� ����&� �*�
�'����	�� �+ ��� �������� �� �*� ���� ��� �+ ���� ���*�� �*�� �*� ���	�	�� ���� -� ��+����� �� �*	�
	� 5*�'��� ! �� �*� �������:� �������	���	�� '��'���	���

-� �	�� ���� 	�
���	���� � '���	����� '�����) �	�* �����	�� )��*	��� ����� �� �*� Q�	��?
D��	���� 1	��))�R ��� ��� �*� ����&�	� �� 	�
���	���� �*��*�� 	� 	� '���	��� �� 	)'��
� �*�
�������	���	�� '��+��)���� �+ ��� ������ ��������� -� �	�� �*�� ����	��� ��� �'��	�� )������
�+ '��+��)���� 	� ������ �������� ��� 	�������� � ��� �&'� �+ ������� �*��� �������	���	��
'��+��)���� 	� ���'���� -� �	�� 	�
���	���� ��&� �� 	)'��
� 	��

*�� "(� �	��9?��	���� 2	��&&�

5���	��� ���	� ,	���� !��� -� ����� �*�� �*�� � ������� ����� �� �
�����	��� 	� �*�� 	� �����
�� ���	��� �� �� �*� ���	�	�� ���� �/����& ��� ����� �*�� ��� '��+��) �� ���� �� �*� ���� �����
-� ������ �*�� ��� ������ +�� �*	� '��� '��+��)���� ����� �� �*�� �*� ������� *�� ��� )��&
'���)����� F��	�*�� �� �������G +�� �*� '�����) ��� �	������� ��� )��*�� �+ '���	�� �*� ��������
�� �*	� ����	��E �� ��� ��	�� �� 	�
���	���� �*� ������ �+ �*� '�����) )��� ����&�	����&� 6��* �+
�*� �	�����	�� 	� ����� �� �*� ���	��� �& 0�)�� �� ���

5���	��� �*� ������ ���
�/ '�����) �+ 5*�'��� !� -� �	�* �� )��� �� 	�+������ �	�* ���'���
�� �*	�* ����� ��& '���	����� 	�'�� '�	�� �������� %*��� ��� ��� )�	� ������� �+ )��*��� +�� ��	��
��H

�� (���)���	� )�����	��H �� ������ � )���� �+ �*� 	�'�� ���� ��� �*�� )��� �	)'�& ������ �*�
'���)����� �+ �*� )���� �� ��� �*� )	�	)�) ����� �� �*� ���	�	�� ���� %*� �	)'���� )����
����� �� �� ��� � �	���� )���� �+ �*� +��)

� L ���� N ���� N �� F���G

�*	�* ��� �� �*���*� �+ � �	)'�� ��� ��&�� �	���� ������ ������� ���� �� �����	+& �*� 	�'���
F��� ��G ������	�� �� �*� 
���� �+ &� %*� "6 ���	�	�� �����	�*) ����� �� ���� �� ��� �*�
�'�	)�� 
���� �+ ��� �� ��� ��� 5�����& �*	� ����� ��� �� � 
��& �������+�� )���� �������
�*� ���� 	� �	)'�& ��� �	�����& ��'������ ��� 	� ����� *�
� �*� ��
������ �+ ��	�� 
��& B�	��
�� ���	�� %*	� 	� �&'	��� �+ '���)���	� )�����H 	+ &�� *�
� �*� �	�*� )����E 	� 	� �����	��&
�*� )��� �Æ�	��� )��*�� �� ���J 	+ &�� *�
� �*� ����� )����E �*� 	�*����� ������ 	� �*�
�	K������ ������� �*� )���� ��� ����	�& ��� 	���'������� %*	� �&'� �+ ����� 	� ����� ��
���	� ���	�� �*�� �� ��� ��	�� ��� �*� ���� '���	��� ���	)���� �	�*	� �*� �������	��� ��� �&
�*� )���� ��� �*�� �
�� �*	� ���	)���� �	�� �� ������� �� �	���

��!



��$ ���	��
 �� ���
�
��


� ���?'���)���	� ���	)��	��H ��)��	)�� ���?'���)���	� ���	)��	�� 	� ����� �� )����?+���
���	)��	�� �	��� �� �� ���E 	� ��
����E )��� ��& ��''��	�	��� ����� �*� �&'� �+ )����� -�
���E ���	�� �����	��E �*���� ���* �*� '���)����� �+ �*� ������� )���� F�*� ��	�*��G ���
�*���� �*� ������ �+ �*� )���� 	����+ �& ���� �*���	�� �*� ���	
��	�� +����	��� �� ���	��
��� ������� �� ���	�� ��� ��&���� ����'��'����	�� �����	�� 	� ������& �����	��� �� ���?
'���)���	� ���	)��	�� �	��� �� ��� �*���� ��� ���& �*� ��	�*�� 	��� �*� ���'�� ��&�� ���
���� �*� ��	�*�� 	��� ��� *���� �*� ���	
��	�� �+ �*� *	���� ��&��� .��	)��	�� �+ �*	� �&'�
	� 	�*������& ����� ���� �� �*��� ��� �*�� ���* )����� ��� 
��& )��* �� �*� )���& �+ �*�
���� ��� ? � �	K����� ���� ��� ����� '������ � �	K����� )���� ��� �� ������ �� �*� ���	�	��
��� �� ��� ��������	�& �	
� ���� ���	)���� �+ �*� '���	��� ������ �� �*� ���� ���� �� ���	�	��E
	+ �� *�
� ��� )��& '���)����� 	� ��� ������� )����E �� ��� �	���� �� �*� �&'� �+ �����
�	������� 	� 5*�'��� ! 	� �*	�* �*� ��� �	)'�& )�)��	��� �*� 	�'�� ���� ��� '��+��)�
�� �������	���	��H �*	� �&'� �+ ����� 	� ����� �� ��������� � �	K����� ��� �+ ���	�	�� ����
����� ������ � �	K����� ���� )�����

%*� �	��?
��	���� �	��))� 	� �*� ������ �+ *�
	�� �� '��& �K ��� �+ �*��� �&'�� �+ ����� ���	���
�*� ��*�� 	� ��& ���� ����� ���	)��	�� '�����)� -� �	�� ��� �*�� �����	�� �*� ����� 	� ��� �	��
*�
� �� ��
���� �K��� �� �*� ��*���

�+ �� ���	)���� ��� �� �*��� �� ��&)'���	����& ���
���� �� �*� ������ �+ ���	)��	�� 	� 	� �����
�� � �
�	�	���� ���	)�����  � 	+ ��� ��� ��� �� �*��� �� �� ��'���� �+ )�����	�� �*� �	���	���	��
�	
�� �����* ���	�	�� �/�)'��� 	� 	� ����	������ 8���
��E 	� '����	��E �*� ��)��� �+ ���	�	��
�/�)'��� ��� �� �/����	
��& ������ �� ���	�	��E �*�� �� *�
� ���& � �	)	��� ��)��� �+ ��)'���E �
'���)���	� ���	)���� ��� ���'��+��) � ���?'���)���	� ��� �*	�* �	�� �� 
��& ��'������ �� �*�
������ ���� '�	��� ���� ���	�� ���	�	���

�� 	� 	)'������ �� �� ����� �*�� ���?'���)���	� ���	)��	�� 	� ��� �	�*��� '���)�����J 	� 	�
�	)'�& �*�� 	�� '���)����� )�& ��� *�
� � 
��	� )���	�� 	� ���)� �+ �*� )����:� �/	������ �*�����
	� '���)���	� )�����	��E �*� '���)����� *�
�E 	� ��)� ��&E � )���	�� +�� ��� )�����

����� ����
�������� �! ��� 
����

"�� �� ����	��� � +�)	�& �+ ���	)����� �*	�* *�� � )��� 
����E .F&GE �+ ���'��� �	�* �*	�* �� ���
����)'�	�� �� ���	)��� �*� ������ 
����E�� "�� �*��� �� � ���	�	�� ��� 1 L�F0�� ��G� ���� F0� � �� G
�
%*�� �*� ����� �*�� �� �	�* �� )	�	)	�� 	�

�FF�� �G��0� -G F��
G

�*��� �*� �/'�����	�� 	� ����� �
�� �*� ���	�	�� ��� ��� �*� 	�'�� �	���	���	��� ���

�FF�� �G��0� -G L �FFF� ��F��0GG N F�F��0G� �GG��0� -G

L �FF���F��0GG��0� -G N�F�F��0G � �G��0� -G

N
�FF�� �F��0G�0� -G�F�F��0� -G � �G�0� -GG

L �FF���F��0GG��0� -G N�FF�F��0G � �G��0� -G

%*� ���� ���) ���� ��� ��'��� �� �*� ���� ���E 1 �� �� �*� ���'�� &� �� 	� �	)'�& �*� 
��	����
�+ � �	
�� 0�  � �� ���	)���� ��� ��� �	� �+ �*	� ���) ? �*� 	����� 
��	���� 	� �*� ���� ������ ��
��)�
���  � �*� ���� ���)E �*� �B����� �	������ �+ �*� ���	)���� �� �*� �/'����� 
���� �+ � �	
��
0 	� � ������� '���	���� �+ �*� �K���	
����� �+ & �� � '���	���� +�� �� -� ����������� �� �*	� ���)
�*���+���

�FF� ��F��0GG�G L �FFF� ��F�GG N F�F�G��F��0GGG�G
L �FF� ��F�GG�G N�F�F�G��F��0GG�G

N
�F� � �F�GG�F�F�G��F��0GGG
L �FF� ��F�GG�G N�F�F�G��F��0GG�G



���� ��� �
��#&�

���� �
����� ���

%*� ���� ���) 	� ����� �� �*� Q
��	����R ? �*� �)���� �+ �B����� ����� ��� �� �*� �	������ �*	�*
�*� ������� ���	)���� 	� +��) �*� )��� ���	)����J �*� ������ ���) 	� ����� �� �*� �	�� ? �*�
�)���� �& �*	�* �*� �/'����� ���	)���� & �	K��� +��) �*� �/'����� ������ +�� �*	� '���	�����
	�'�� 
���� 0� �+ �*� �	�� 	� ���?;���E �� *�
� � �	���� ���	)����� %*� �����	�*) 	� ���	
�� ��	��
� )��� ������� �����	�� 	�  ���	�� ����
 �	��� &�� �	�� )��� �*	� ���
���	�� 	� ����� F0�)�� ��
�� ���� 	�G ��� � �	�� ��� �/'��� &�� �� ��'������ 	� �*���* �*� �B�	
������ �+ �*� ��� ���	
��	���
�*���� �� ������

����� ������� -���������� ����0�����

-� �	�� ����	��� �*� ���
� '�����) 	� � ��	�*��& )��� ������� +��)H �� �	�* �� �*���� � +����	��
+FG �+ �*� 	�'��� 0 �*	�* )	�	)	��� �*� ��) �+ �B����� �+ �*� 
�	����� ������ 	��� �*��� �� �*�
���	�	�� ��� ������ �� ��� �� �*��� �*�� �*	� ���	)���� 	� �*� ���� )��� �B����� ����� '���	����
�+ & �	
�� 0�

�� ��� �� �*��� �*��E �)��� ��� '���	��� ���	)�����E �*� +����	�� +FG �*	�* )	�	)	���

�FF�� �F0GG��0G F���G

F�*��� � 	� �*� ������ ���'�� �*�� �*� 	�'�� 	� 0G 	� �*� ���� )���?�B�����?����� ���	)���� ���
������ �*�� �*	� ��� �*�� ��� �����	�� �����	�*) ��� 	������� �� )	�	)	���

"�� �*��� �� � ���	�	�� ��� 1 L�F0�� ��G� ���� F0� � �� G
� %*�� �*� ����� �*�� �� �	�* �� )	�	)	��
	�

�FF�� �G��0� -G L �FF� � �F0� -GG��0� -G F���G

�*��� �� *�
� �/'�	�	��& �*��� �*� ��'������� �*	�* +FG *�� �� �*� ���	�	�� ��� 1� ���

�FF�� �F0� -GG��0� -G L �FF� ��F��0GG� F�F��0G � �F0� -GG��0� -G

L �FF� ��F��0GG��0� -G N�F�F��0G � �F0� -GG��0� -G

N
�FF���F��0G�0� -G�F�F��0� -G � �F0GGG

L �FF� ��F��0GG��0� -G N�F�F��0G � �F0� -GG��0� -G

%*� ���� ���) ���� ��� ��'��� �� �*� ���� ���E 1 �� �� �*� ���	)���� +FG� �� 	� �	)'�& �*� 
��	����
�+ � �	
�� 0�  � �*� �B����� �	������ �+ �*� ���	)���� �� �*� �/'����� 
���� �+ � �	
�� 0 	� � �������
'���	���� �+ �*� �K���	
����� �+ +FG �� � '���	���� +�� �� -� ����������� �� �*	� ���) �*���+���

�FF�F0J-G ��F��0GG�G L �FF�F0J-G ��F�F0J-GGG N F�F�F0J-GG��F��0GG�G
L �FF�F0J-G ��F�F0J-GGG�G N�F�F�F0J-GG ��F��0GG�G

N
�FF�F0J-G��F�F0J-GGG�F�F�F0J-GG ��F��0GGG
L �FF�F0J-G ��F�F0J-GGG�G N�F�F�F0J-GG ��F��0GG�G

���	� �*� ���� ���) 	� �*� 
��	���� �+ �*� '���	����� ���	)����J �*� ������ 	� �*� �	�� �����	����
�	�* �*� +�)	�& �+ ���	)������

����� 3� 
��
���

,��) �*� ��)� '�'��E �� ��'��� � ��� �	)���	���� �/�)'�� �*	�* 	� 	����+ ����� +��) ��� ��
��?
�'�� �& -�*�� +�� ���� �+ �/'��	�	��H 	� *�� � ��� �	)���	���� 	�'�� ��� ��� �	)���	���� ���'���
-� ���� �22 ���� '�	��� +��) �*� +����	��

�F�G L ��
$F��	 � ����	 N ����	G N 
 F��!G

�*��� 
 	� � �����) ��)��� ����� +��) � ;��� )��� 0����	�� �	���	���	�� �+ �������� ��
	��	��
2�
� %*� 	�'�� ���� ��� �*� ������&	�� +����	�� F�	�*��� �*� ��	��G ��� �*��� 	� ,	���� ����

%*� ���� ��� ���� �� ���	� � ����'��'����	�� ������� �	�* ��� 	�'��E ��� ���'�� ��� �

��	�� ��)��� �+ *	���� �������� -*�� �� ��� � �	���� *	���� ������E �*� ������� 	� ���



��� ���	��
 �� ���
�
��

-1.4

-1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

-1

-0.9

-0.8

-0.7

-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

One Hidden Neuron

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fifteen Hidden Neurons

,	���� ���H %*� ��' �	����) �*��� �*� 	�'�� ���� �� �*� ����'��'����	�� ��������
%*� ������ �	����) �*��� �*� ���'�� �*�� ��	�� � ��� *	���� ������ �������� %*� )���� 	�
��� '����+�� �����* �� )���� �*� ����J )��� �+ �*� ������	�� ����� 	� ��� �� �*� �	��� %*� ����
�	����) �*��� �*� ���'�� +��) � �! *	���� ������ ���'��� %*� )���� 	� )��� '����+�� ��� )���
���������& )����� �*� ����� �� ���* ���� �*� ��	��?+��� ������&	�� +����	�� 	� �*��� �	�* � ������
�	���



���� ��� &� �
����
�� ��#

-1.4

-1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Too many degrees of freedom

,	���� ��
H %*� ��)� ������� �� '��
	����& ��� ���	��� �� �� ������ �+ ���& �2 '�	���� 5�����& �*�
������� 	� ��� '����+�� +�� �*	� ���� ��� ��� *�� )�)��	��� �*� ���� '�	��� ���*�� �*�� �/�������
�*� ������&	�� +����	���

'����+�� �����* �� )���� �*� ���� ��� �*��� 	� � ����� ���	���� ����� ��� �� �*� �	�� 	� �*� )�����
-*�� �� ��� !2 *	���� �������E �*� ������� *�� ��� )��& ������� �+ +�����) F��	�*��G ��� �*�
������� 	� ���� �� )���� �*� ������ ���� '�	��� ��� �*� ������&	�� )���� 	� *	�����

9��*�� �*�� �*���	�� �� �*�� �*	� �� *�
� �*��� 	� ,	���� ��
 �*� ������� �*�� �*� ��)� �!
*	���� ������ ������� 	� ���	��� �� � ������ �+ �*� ���� '�	����  	��� 	� *�� )��* ���� ���	�	��
���� �� ���� �� ��� ��	�� *�� �*� ��)� ��)��� �+ ������� �+ +�����) F��	�*��G �
�	����� �� 	�E 	�
��� �K��� �� )�)��	�� �*� �����

%*	� ����� ������� ��������& �*�� ��� ����	� �*	�* ����� �� ���� �� �	)	� �*� ��)��� ����
�& ���* �	�� ��� 
��	���� �	)����������& ����� �� �� �	)'�& 	������� �*� ��)��� �+ ���� '�	���H
�� �� 	������� �*� ��)��� �+ '�	���E �� ��� �K��� �� ��� )��� ��)'��/ )����� �� �����	�� �	��
��� �� �*� ��)� �	)� �*� ��� �+ )��� '�	��� )��� *��
	�& �������	�� �*� )���� ��� �� 
��	���� 	�
�������� �+ ������ �*	� ���& ����� 	+ �� *�
� )��� ��'��������	
� �����

����*�� ����	� �*	�* 	� ��)��	)�� ���� �� )	�	)	�� �*� 
��	���� 	� �� �)'��& � �������	���	��
����	� �*	�* �)���*�� �*� ������ ���� ���� %*	� �	�� �� �	������� 	� � ����� ����	���

*�� "(� ?- 2	&���	��

"��  ������ �*� ��� �+ � '�	��� 	� �*� �?�	)���	���� �'��� �+ 	�'�� 
�������

� L �0�� � L �� 
� ���� �
 F��$G

� ����
�
�� 	� � ���� F�� ������ �������G �*	�* �'�	�� �*� ��� �& �����	+&	�� ��)� '�	��� �� ��� �
��� ��� �*� ���� �� ��� ��  � +�� � ������ ���E �� ����� *�
�

� L

�
2 	+ 0 � �
� 	+ 0 � � L � � �� F���G

�+ �� ������ �& YF�G �*� ��)��� �+ �	��	��� �	�*���)	�� 	)'��)������� �& �*� ������ ������� 	���
�*� ��)��� �+ �	��	��� � ��� � ���� 	��� �*	�* �*� ������� ��� '���	�	�� �*� ���  � ��� �*� �����



�!2 ���	��
 �� ���
�
��

N

log F
2

dVC

,	���� ���H %*� ������� +��) �+ �*� �����* +����	�� ,F�G� ���	�� �*�� �*� 
���	��� �/	� 	� � ���
�/	� �� �*� +����	�� ����� 	�	�	���& �� 
� �	�� 	� ����*�� �*� D5 �	)���	�� �*�� 	� ��	�� �K �� ����
�	�� � '���� ����

��)��� �+ �	��	��� '�	�� �+ ���� 	� 
��� �*��� ��� 	� �*� ��)��� �+ ���)���� 	�  � 	��� �*� ��)���
�+ �	�*���)	�� '���	��� +�� ��& ������ ������� 	� ���� �*�� �� �B��� �� 
���� �+ � ������� ��� ��
���	��� �� )��� �*� 
��� �	K����� �	�*���)	��E �� ��& �*� ���  	� �*������� �& �*� ��������

%*�� ����	�� �� �*	� +��) �*� '�	�� �+ 
	�� �+ �*� �������E �*��� 	� � ������� �	;� �+ ���  
�*	�* �*� ������� 	� ��'���� �+ �*�����	��� %*	� ������� �	;� 	� ��� )������ �+ �*� '���� �+ �*�
������� ��� 	� ����� �� �*� D�'�	�?5*��
�����	� 1	)���	�� �*	�*E +�� ��)� ������E ����� �� ��
�*������� �� �*� D5 �	)���	���

-� ��� �*	�� �+ �*� D5 �	)���	�� �� �*� )�/	)�) ��)��� �+ ���	�	�� �/�)'��� �*	�* �
������� ��� ����� �� �����	+& +�� ��� '���	��� ������	��� �+ �*� �����	����	�� +����	��� �� �*���� ��
�)'*��	��� �*�� �*� Q�	)���	��R ���) ���� ��� ��+�� �� � ���)���	��� �����'��  �)��	)�� 	��

���� ��� �� ������� �� �*� ��)��� �+ ��	�*�� 	� �*� ������� ��� �+��� 	� ��� ���& �� �
������
��)'����	�����&�

��� �*	� D5 �	)���	�� 	� ��� 
��& ���� +�� ����	�� �� *�� )��& ������& �����) '������ ����
��� �� �����	��� �& �*� ������ �������� ��� �*�� ����� )��� �&'	��� ���� �+ '������� ? ���* ��
�*��� 	� �*	�* �*��� 	� ��)� ���������W ���� 	� 	� ��� ����� �*�� �*� D5 �	)���	�� 	� 
��& ���+�� 	�
������� �	��� �� ���� �*�� 	+ � ���� ��� ��� �� ������& �������� �& �� ��� 	� 	� �	)'�& ���	�� �	�� �
����?�' ������ %*���+��� �� ��B�	�� �� 	������� �*� ��)��� �+ '������� ��&��� �*� D5 �	)���	��
F��� ,	���� ���G �� �*�� �������	���	�� ��� ���� '���� ��� 	� 	� ���& �*�� �� *�
� � ������� �*	�*
	� ��������& �����	+&	�� � ��)��� �+ '������� )��* ������� �*�� 	�� D5 �	)���	�� �*�� �� ��� ��
*�'�+�� �*�� 	� 	� ���'���	�� �� ��)� ��������� 	� �*� ���� ��� �	)'�& )�)��	�	�� �*� 	��	
	����
'�	����

�� ��� �� �*��� �*�� 	+ � ������� *�� 6 ������� ��� - ��	�*�� �*�� �*� D5 �	)���	�� )���
���	�+&

�0 � � 
5 ����F��G F���G

�*��� � 	� �*� ���� �+ ������� �����	�*)� F� 
G� ,��) �*	� 	� ��� �� ���������� �*�� �*� )	�	)�)
��)��� �+ '������� )��� ���	�+&

���� � 5

6
F��#G

�*��� 6 	� � �)��� ��)��� ��'������	�� ��	�� �*� ��)��� �+ 	���������& �����	��� �/�)'��� �� �*�
���	�	�� ���� .��� �� �� �������� 	� �*� �������	���	�� '��'���	�� �+ �*� ������� �*�� �� *�
�
#!V ������������ �� ��� ���	�	�� ��� �� ��B�	�� ����� ��� �	)�� �� )��& ���	�	�� �/�)'��� ��
��	�*�� 	� �*� ��������

-� �	�� ����� �	�*��� '��
	�� �*� )�	� ������ �	�* ���'��� �� �*� D5 1	)���	��H 	+ �*� D5
1	)���	�� �+ � ��� �+ +����	��� 	� ��	��E ���* +����	�� 	� �*� ��� ��� �� ��������



���� 	�� ���
�
�� �!�

*�� %�-  ����	��

��� 	�
���	���	�� �+ �����	�� ��� �������	���	�� 	� ����� �� �*� (������& �''��/	)����& 5������
)���� ��
���'�� �& D��	��� 	� �*� �#�2�� %*	� �	�����	�� 	� ����� �� �*�� �+  �������

 �''��� �� *�
� � ��� �+ ���� �F0�� ��G� F0�� ��G� ���� F0�� ��G
 �*	�* ��� ����� 	���'�������&
��� �� �����) +��) �� ������� '�����	�	�& �	���	���	��� %*��� 	� � �/�� ��� ����
�� +����	�� +
���* �*�� �� L �F0�G ��� +FG ������� �� ��)� ����� ����� F�� ����)�� ����� �����G �+ +����	���E,�
�+ �*� ����� �+ +����	��� �*	�* ��� ���� +�� �����	��E 	��� �*� ����)'�	��� 	� �*� �����	�� ����E ��
��� ����� �	�* �*� ������&	�� ����	�& �+ �*� ���� ���E �*��� �	�� �� � Q�	��R ��	�� 	� �� �*� �����	��
�&���)�

5���	��� �*� ���� �+ � �	���& �����	����	�� '�����) �� �*�� �� � �2� �
 ��� ��� �*� �������

���	)��� �+ � �� \� � %*�� 	+ �� '������ � ��� 0 �� ��� ������� �����	�� )��*	��O������ �������E
�� ��� ����� �*� ���
� �+ �*� ������� �� �� �*� '�����	�	�& �*�� 	� )	������	��� 0� 	���

�""�" �� L � F \�F0G �L �G F���2G

�*��� & 	� �*� ������� ���'���� �� 	�'�� 0 	��� & L +F0G� -� ��� ����)	�� �*�� 0 	� �������� +��)
�*� �	���	���	�� ������	�� �� �*� ��)� '��������� +�� ������	�� �*� ���� �+ �*� ���	�	�� �/�)'����

��� �� �*�� ���� �*	� '�����	�	�& ��'���W

��  	��� �� )��� �+ ������	�& ������ ���& � �	)	��� ��)��� �+ ���	�	�� �/�)'���E 	� ������� �*	�
�	�� ��� �� �����* �� �	K�����	��� ������� ��� '���	��� +����	��� +FG�


� ���� �*��� 	� �*� '���	�	�	�& �*�� �*� ��� �+ ���	�	�� �/�)'��� )	�*� ��� �� ��'��������	
� �+
�*� ��� �+ ���� �/�)'����

%*��� ���* �����	���� �� �*� 
��	���� ���)��� 	� �*� �����	�� '������� 8���
��E 	+ �� *�
� �����*
��)'���E �*� ���� ����� 	� 
��& ���	���& ��� ����)�� 	������	���& �� �� �� 	������� �*� ��)��� �+
��)'���� �� 	� ��	�� '���	��� ��� �	�* 	������	���& ��� '�����	�	�&� ,�� �*� ������ �&'� �+ �����E ��
)��� ������ �*�� �*� )��*�� ���� �� ���� �*� ���� ��� ���	�	�� �/�)'��� ��� 	����	���� �+ �� ��
�*	� �*�� �*� '���	��	�� ����� �� ��� ���� ��)'��� �	�� �� �)����  � �*� ������� +����	�� \� �	��
(������& �� �''��/	)����& 5�������

�+ �� �	�* �� �*�� �*�� �
��& )�)��� �+ �*� ��� , ��� �� ������� �� ��� ��	�� �*�� +�� ���
6 � 2E �*��� �/	��� � Æ � 2 ���* �*�� +�� �
��& � � > E

� F�""�" �� � 6G 	 Æ F����G

	��� �� ��� �*���� �� �	)	� �*� '�����	�	�& �+ )	������	����	�� �& '��	�� � ��������� �	)	� �� ���
'�����	�	�& �+ )	������	����	���

����� 
��
����

���	� +�����	��  ������E ����	��� � 
��& �	)'�� �/�)'�� �*��� �� *�
� � ��� �	)���	���� ����
���E � � S2� �T 	��� �� ���� �*� 	�'�� / �����)�& +��) �*� ��	� 	����
��� -� �	�* �� ����� �*�
+����	��

�F�G L

�
2 �*�� � 	 �
� �*�� � � �

F���
G

�*��� � � S2� �T� �����	+&	�� �*	� �	)'�� +����	�� )���� 	����	+&	�� �*� ���?�K '�	�� �� �+ �� ���� �
����� �����* ��)'��E �*��� �	�� �� �����* '�	�� �+ �/�)'��� F��� ��G �	�* �� ���� � �� �*�� � ����
���	)��� �+ � ��� �� ����	��� ���� �& �*���	�� ��� ���	)��� �� �*� )	�'�	�� �+ �*� 	����
�� S��� ��T
�*��� �� 	� �*� ������� �� �	�* ������'���	�� �� L 2 ��� �� 	� �*� �)������ �� �	�* ������'���	��
�� L �� �� ����� �� �*�� �*��� 	� �� ����� ��� �� ��� ��)'�	�� ��� �*	� ����� ��������� �� �*�
��)��� �+ ��)'��� 	��������� �� ����� �� �*�� �*��� 	� �� ����� ������� ��� ��� / �	�� �	�*	� �*�
	����
�� S��� ��T ���E ���	�E �� �� ���� )��� ��� )��� ��)'���E �*� �/'����� �����* �+ �*	� 	����
��
��������� �*�� �������	�� �*� '�����	�	�& �+ �*���	�� � ���� 
���� 	� �*	� ����



�!
 ���	��
 �� ���
�
��

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sine Basis Functions

sin(5*x)
sin(10*x)
sin(20*x)

,	���� ���H %*��� �+ �*� �	�� ���	� +����	����

8���
�� ����	��� �*� �	����	�� �*��� �+ ��� �+ +����	��� , 	� ����� �� ����	�� �+ �*� ��� �+
��� +����	��� ��F�G L ���F �G �
�� �*� ��)� 	����
���  � ��� �����	����	�� '�������� 	� ����� ��
���	�+&

�F�G L

�
2 �*�� ��F�G � 2
� �*�� ��F�G � 2

F����G

��� �	
�� ��& ��B����� F��� ��G �� ������ �� �������� 	� ��� ������� '���	��	�� �	��� 	+ ���
������� '���	��	�� 	� � L �� �*��� �/	�� �� 	���	�� ��)��� �+ '���	��� ��������	
�� �� ��� %*	� 	�
	���������� 	� ,	���� ���� -� ��� )��� � '���	��	�� ��� ��� �	�* ��& ������ �+ '�����	�	�&�

*�� 5������	���	��

-� ������ �*�� ��� ����	� �*	�* )	�*� �� ���� 	� �� �)���* �*� ���'���� �+ �*� ������� 	�
�*� ���	�� �+ ��& ���� '�	���E �*�� ����	�� �	� �+ ��& �������& �� )���� �*� ��	�� 	� �*� �����
%*	� ����	� *�� � ���� *	����& 	� ����	��	��� ����&	� ��� �� �� �	�� ���� ��
	�� �������	���	�� 	� �
����	��	��� �����/��

��#�� /���������

�� ������ '��
	����&E �������	�� ��)'�	��� ���	�� �*� ���� ���	)��� �+ � ��'������ 
��	����E &E
�	
�� � 
����� �+ '���	���� 
��	�����E 0� -	�* '���)���	� �������	��E �� )��� )��� ��)� ����)'?
�	��� ����� �*� +��) �+ �*� '���	���� ���+��� ���� �*�� �*� ���+��� 	� �	���� �� B������	�E �)���*
�� �	���	�� ����� %*� �������& �+ �*� ������� ��*	�
�� �	�� ���� �*� 
��	�	�& �+ ��� ����)'�	����

%*	� ��� �� )��� +��)���& ������ ��H ��� F@E<G �� � '�	� �+ �����) 
��	����� ���* �*��
$ � *�� , � *� 9������	�� �	)� �� ���	)��� �*� ���'���� ���+���E

�F�G L �FF, �$ L �GG F����G

+��) � ��� �+ ' �����
��	���E 0�� ��� � L �� ���� ��



���� 
�����

���
�� �!�

%*� ����� )��*�� �+ +��)	�� �*� �'�	)�� ���+��� 	� �*� "���� F �) �+G  B����� 6��*�� �*	�*
)	�	)	��� �*� .���	���� �	������ ������� �*� ������ 
���� �+ & ��� �*� ���	)��� �+ & ����� �� �*�
������� 	�'�� 
�����E 0� ,��)���&E 	+ �� *�
� � +����	��E +E �*	�* 	� �� ���	)���� �+ �*� '���	����
���+���E ��� �� 	�'�� 
�����E 0E �*�� ��� ���� ���	)���� �+ & 	� �	
�� �& )	�	)	�	��

� L )	�
�

��
�

F�� � �F0�GG
� F���!G

	��� �*� �	) �+ �*� �������	�� '������ 	� �� ��� �*�� +����	�� + �*	�* )��� ������& )���*�� & �	�*
�*� ���	)��� �+ & ����� �� ��	�� +FG �� �*� '���	����E 0E +�� ��� 
����� F&E0G� 8���
��E �*	� ���
��
�*� '���	�	�	�& �*�� �*� +����	�� )�& �� )����& �''��/	)���� ���������& �� �*� � 
����� �+ 0 ���
&� �� )�& �� +�� +��) � ���� �''��/	)���� �� ��*�� '�	���� ����	�	
��&E 	� ����� ���) �� �� �
���� 	��� �� +���� �*� +����	�� �� �)���*�& 	����'����� ������� �*� '�	���� %*���+��� �� ��+����
� �)���*���� �������	�� �� �*� �����	��E � '�����& +�� ����*���� 	� �+��� 	)'����H ����

�� L )	�
�

�
�

F�� � �F0�GG
� N 0

�
F� ��F�GG��� F���$G

%*� 	���	�	
� ������ ��*	�� �*� ��� �+ �*	� �)���*	�� ��	���	�� 	� �*�� �*� ������ ���	
��	
� �+
� +����	�� ����� �� *�� )��* �*� +����	�� ��)'� ������ 0 	� �*� '���)���� �*	�* ������ �K �*�
�������& �+ �*� �����	�� �� �*� � '�	��� �	�* �*� �)���*����� %*	� 	� ��)��	)�� ����� �� �*�
'����	;�� ����� �B����� ���	�� �����	�*)�

%*� ������� +��) 	�
�� L � N 0] F����G

�*��� ] 	� �*� '�����& ���)� %*	� 	� ���& ��� '�����& +��) � +�)	�& �+ '�����& +����	��� �����
�� �������	�����

��#�� ������ ����"

�+ �� �*����

] L
�




�
�

��
� F����G

�*�� �� ��� '����	�	�� ����� ��	�*��� -*�� � ��	�*� *�� � ����� �������� 
����E 	� �	�� �����	����
������& �� �*� +����	��E �� �*	�* �� ��� ��&	�� �� )	�	)	��� �� 	� �� �)'	�	��� ���	�� �*�� ���*
� �������	�	�� ���) ��� ��� ������& �� � �������:� '��+��)���� 	� ���)� �+ �������	���	���

�� 	���	�	
��& �''���	�� ������ +�� �*	� 	� �*�� �)��� ��	�*�� �	�� ���' �*� ��� 	�'��� �� �
������ �)��� ��� �� �*� ���	
��	�� +����	�� �	�� ���� �� �� ���� 	� 	�� ������� ���	�� �*��� 	� 	�
������ �� � �	���� ���	
��	�� +����	�� �*�� �� �*� �/���)� 
������ ��� �� ���� �*�� �� )���� ���
��	�& '�	��� ��B�	��� �*��' �*����� �+ �	����	�� �*	�* 	� ���� ��)���� �*� ���?�	����	�& +���� ��
�*��� �/���)� 
����� ��� �� ��� '�����& ���) 	� �)���*	�� ��� �*� ��)���� �+ �	K����� '�	��� �&
���'	�� �� � �	����F	�*G 	����'����	�� ������� �*��� '�	����

6��� ����&�	����&E ����	��� �*�� *�''��� �� �*� ����� ���) �*�� �� �*���� �H

<��

<�
L

<�

<�
N 0

<]

<�
F���#G

5���	���	�� ���& �*� �K��� �+ �*� �������	�	�� ���) �� � �	���� ��	�*� �� *�
�

���

��
L �
0 <]

<��
L �

0�� F��
2G

�*�� ] L
�

� �
�
� � 5�����& �*� ��	�*�� �	�� ���& ���' �*���	�� �*�� �� L 2� %*� �����	�� �+ �*	�

�	K�����	�� �B���	�� 	� �������&
��F�G L ��F2G�

�1)� F��
�G

�*��	�� �*�� �*� ����& �� ;��� 	� �/'�����	�� ��� ��'���� �� �*� 	�	�	�� 
���� �+ �*� ��	�*�E
��F2GE �*� �����	�� ���� ��� �*� �����	
� 	)'������� �*	�* 	� �	
�� �� �*� '�����& ���) ? �*	�
��	�� �����)	��� �& �*� 0 '���)�����

 � ��
�� � !�


!� �	�� �� � ��)'��)	�� ������� �*� ��� +�������



�!� ���	��
 �� ���
�
��

��#�� 
����0����� 3���"��� �! ������ ����"

%*	� ����	�� ���� )��* �� �	�*�':� ����F'
!�G� -� �	�� ����	��� �*� �	����	�� �	�*��� �*�
�������	�	�� ���) ��� �*�� �	�* ���* � ���)�

7
����� 1�
��� ��	��

5���	��� �*� ��������� %�&��� ���	�� �/'���	�� �+ .F1G 	� �*� ��	�*����*��� �+ ��)� '���	�����

���� �+ �*� ��	�*�� ���� \1�

�F1G L �F \1G N F1 � \1G�N
�



F1 � \1G��F1� \1G F��

G

�*��� � 	� 
����� �+ ���� ���	
��	
�� �+ . �	�* ���'��� �� 1 �� �*� '�	�� \1�

� L
<�

<1
� �� F��
�G

��� � 	� �*� 8���	�� )���	/ �+ ������ ���	
��	
�� �*��� F	E�G�* ���)��� 	�

��� L
<��

<��<��
� �� F��
�G

,�� '�	��� ����� �� \1E �*� �������	�� �+ �*� %�&��� ���	�� 	� �������� �	��� F1 � D1G 	� 
��& �)���
��� �� *	�*�� '���� ���)� �����	�	�� F1 � \1G� +��  � 
 ��� �� 	�������

��� �� ��� ��� �*� ����� )	�	)�) �+ �*� +����	�� 	� �*� ��	�*����*��� �+ \1 �& ��������	��
�*� ���	
��	
� �+ �*	� +����	��� ���	�� �*�� �*� ���� ���) 	� ��������E �� ���

<�

<1
L �N�F1 � D1G F��
!G

��� 	+ �*��� 	� � )	�	)�) 1� 	� �*	� ��	�*����*���E �*�� �L2 �	��� �*��� 	� �� ���� �+ �*����
�+ �*� +����	�� �� �*� )	�	)�)� "�� \1� �� �*� ������� ���	)��� �+ �*	� �'�	)�) 1� ��� �� �*�
�/'���	�� ��� �� ��	����

�F1�G L �F \1�G N
�



F1� � \1G��F1� � \1G F��
$G

�*��� �*� 8���	�� )��� �� �
������� �� 1��
"�� �� ��� ����	��� �*� �	���
�����?�	���
������ �+ 8 	���

��� L 0��� F��
�G

 	��� �*� �	���
������ +��) �� ���*����)�� ���	� �+ �*� �'���E �� ��� ��� �/'���� �*� ���)
F1 �1�G 	� �*	� ���	� ��

F1 �1�G L
�
�

4��� F��
�G

+�� ��)� ������� 4��  ����	���	�� �*	� 	��� F��
$GE

�F1�G L �F \1�G N
�



F
�
�

4���G�F
�
�

4���G

L �F \1�G N
�



F
�
�

4���GF
�
�

0�4���G

L �F \1�G N
�




�
�

0�4
�
�

�	��� �*� �� ��� ���*����)���  � 	� ������� �*� ��	�*� �*���� ���� *�� )��� �K��� 	� �*���
�	����	��� �	�* �������� �'���� ��� 	� �*	�* �*� �	K������ ������� �*� ������� ��	�*� ��� �*�
�'�	)�� 	� ���������



���� 
��
�� ���
� �����
��� �!!

Hidden
layer

Input
Layer

Output
layer

Weights

,	���� ��!H � �&'	��� ���	�� ���	� +����	�� �������� ���	
��	�� 	� +�� +������ +��) �*� 	�'�� ��&��
�� �*� *	���� ��&�� �*��� � F���	�G +����	�� �+ �*� .���	���� �	������ ������� �*� 	�'��� ��� �*�
������� �+ �*� ���	� +����	��� 	� ����������� %*� ��	�*��� ��) �+ �*� *	���� ������:� ���	
��	���
	� ���������� �� �*� �	���� ���'�� ������

*�
�� 4���(��
���
��

"�� �� ��� ����	��� �*� �K��� �+ �*� �������	���	�� ���)� "�� �*� )	�	)�) �+ �*� ��)'����
+����	��E��E �� )�
�� �� � '�	�� 1̂ �& �*� ��� �+ �*� �������	���	�� ���) 	� �*� ��	�*� �*����
����� ��� �*� )	�	)�) 	� ��*	�
�� �*��

�N�FE1�1G N 0F1̂ �1G L 2 F��
#G

��� �� �/'��� 1� ��� 1̂ 	� �*� �	���
����� ���	� �� ���

1 �1� L
�
�

4��� �� ��+���E ���

1 � 1̂ L
�
�

?���

�*	�* �� ��� �����	���� 	��� �B���	�� F��
#G �� ���

?� L
0�

0� N 0
4� F���2G

 � �*�� ����� �	����	��� �*��� �*� 	��	
	���� �	���
����� ��� )��* ������� �*�� �*� ����& '�?
��)����E 0� �� 0E �*� )	�	)�) �+ �*� ����� +����	�� 	� �	���� �*������ �� �*� ��*�� *���E 	�
�	����	��� �*��� �*� ����& '���)���� 	� �����	
��& ����� ��)'���� �	�* �*� �	���
����E0 �� 0� E
�*� ������'���	�� ��)'������ �+ �*���� ��� 
	������& ��''������ ��� �� ��& �*���� �	�� ���� '����
���& 	� �*� +��)�� �	����	����  � 	+ �*� ��	�� 	� �*� ���� �����& *�� �)��� 
��	���� F�)��� 0GE �*�
���	�	�� �����	�*) �	�� 	����� �*�� ��	���

*�� 5��	�� ���	� +����	���

-� ����� 	� 5*�'��� ! �*��E �*	�� �*� )���	��&�� '����'���� 	� ��'���� �+ �''��/	)��	�� ��&
����	����� +����	��E 	� ��� ��K�� +��) �/����	
��& ���� ���	�	�� �	)��� �� �*	� ����	�� �� �	�� 	�?

���	���� � �	K����� �&'� �+ ��� �*	�* ��� ��������	���& �*����� �*� �	)� ��������& +�� ��'��
	���
�����	���

� �&'	��� ���	�� ���	� +����	�� F9�,G ������� 	� �*��� 	� ,	���� ��!� %*� 	�'�� ��&�� 	� �	)'�&
� ����'��� +�� �*� 	�'�� ����� %*� ����	�� +������ �+ �*� 9�, ������� 	� �*� +����	�� ��������	��
�*	�* 	� '��+��)�� 	� �*� *	���� ��&��� %*	� +����	�� '��+��)� � �
�(������ �����+��)��	�� +��)
�*� 	�'�� �'��� �� �*� *	����?��&�� �'���� %*� *	���� �������: +����	��� +��) � ���	� +�� �*� 	�'��



�!$ ���	��
 �� ���
�
��

A

B

C

,	���� ��$H � Q�	�	��R �+ � '��� �+ �*� '����


������ ��� �*� ���'�� ������� )����& ��������� � �	���� F��	�*���G ��)�	���	�� �+ �*� *	����
�������: ���'����

�� �+���?���� ��� �+ ���	� +����	��� 	� �*� ��� �+ 0����	�� +����	��� �*��� )��� ��� ��������
��
	��	�� )�& �� �����)	��� 	� ��)� ��& �& �*� 	�'�� ���� F��� �����G� %*���+���E 	+ EF0G 	�
�*� 
����� �+ *	���� �������: ���'��� �*�� �*� 	�'�� '������ 0 	� '�������� ��� 	+ �*��� ��� 6
*	���� �������E �*��

EF0G L FE�F0G� E�F0G� ���� E� F0GG�

�*��� E�F0G L �/' F�0� � 0� 	� ��G
�*��� �*� ������� 	� �+ �*� 0����	��� �	�� �� �����)	��� �& �*� 	�'�� ����� ���� �*�� �*� ���)�
� 0� 	� � ��'������ �*� .���	���� �	������ ������� �*� 	�'��� ��� �*� ��� ������� ,�� �*� )�)���
�� �	�� ���& ����	��� ���	� +����	��� �	�* 0� L 2� %*� ���'�� �+ �*� ������� 	� ���������� �&

� L 1�EF0G L 1�EF�G F����G

�*��� 1 	� �*� ��	�*� 
����� +��) �*� *	���� ������� �� �*� ���'�� �������
%� ��� ��)� 	��� �+ �*� �K��� �+ ���	� +����	��� ����	��� ,	���� ��$� �� �*	� ����� �� *�
�

���� �� ��	'�	��� �	�	�� �+ � '���	�� �+ �*� '����J �*	� ����� �� �*���*� �+ �� � 0����	�� �	�	�� ��
������ ���
� ��� �	�* � �	K����� �������� ��
	��	�� 	� �*� 
���	��� �	����	�� +��) �*�� 	� �*�
*��	;����� �	����	��� -� )�& �*�� 
	�� �*� �	��� ����� �� �*� � F�� 
 �� � ���G �������� ��
	��	��
�������� %*�� ���* ���	� +����	�� 	� ������� �� �*��� ��� ���* *�� � ���?;��� �K��� �����*����
%*�� �� )�& �*	�� �+
� �� �*� '�	�� F�E2E2E2E2E2E2E2E2G
��� � �� F2E2E2E2E�E2E2E2E2G
 	��� �*� ���	� +����	��� �������& *�
� ���?;��� 
����� �
��&�*��� �*	� 	� �� �''��/	)��	�� �	���
� �	�� *�
� ��)� �K��� '���	������& �� �*� ������E +����* ��� �+�* ���	� +����	��� F�*� ��/� �*���
�������G ��� �*��� 
����� �	�� �� �����	
��& �)��� ��)'���� �� �E �*� 
���� �+ �*� ���� ���	� +����	���

8���
�� �*� 
���� �+ �*� ���	� +����	��� )����� 
E�E! ��� $ �� �*� '�	�� 5 �	�� �� ���?
����	�	���� %*�� �*� �����	����� �+ 5 	� �*	� ���	� )	�*� �� �*���*� �+ �� F2E2�
E2�!E2E2��E2��E2E2E2G
	��� 	� 	� ���?;��� �
�� � �	)���	����

���	�� ���� +��) �*	� �	)'�� �/�)'�� �*�� �� *�
� 	�������� �*� �	)���	����	�& �+ ���* '�	��
�& ��	�� �*	� ���	��

��&�� /85 ��	 '�: �� 3������
�����

-� �/�)	�� �*� �''��/	)��	�� '��'���	�� �+ ���* � )���	?��&���� '����'���� ��� � ���	�� ���	�
+����	�� �� ���� ����� +��) � ��	�& 
���	�� �+ � �	)'�� ��	����)���	� +����	��� 5���	��� �*�



���� 
��
�� ���
� �����
��� �!�

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Original Data(15 points)

"sinepoin.dat"

,	���� ���H �! ���� '�	��� ����� +��) � ��	�& 
���	�� �+ �	�F
'�G�

��� �+ '�	��� �*��� 	� ,	���� ��� �*	�* ��� ����� +��) �	�F
'�G N ��	��� %*� ���
������� �+
���	�� ���	� +����	�� �������� 	� �*��� 	� ,	���� ���� �� ��� ����� �*� ������� �+ �*� ���	� +����	���
���� ��� �
���& ������ �*� 	����
�� S2E�T� �� 	� ����� �*�� �*� ������� �	�* � ���	� +����	�� 	�
��� '����+�� �����* �� �	
� � ���� �''��/	)��	�� �� �*� ����J �� ������	�� +��) �*� '��
	���
�	�����	�� �*�� �*� ����� 	� ��� �� �	�� 	��������� ������� ��� '���)���	� )���� 	� ��� ��Æ�	����&
��������� %*�� �	�* � ���	� +����	��� )���� � )��* ������ ��� �*	�� �*�� �	�* ! 	� ������ &���
���� �*�� 	� �*����� ����� �*� �''��/	)��	�� ���� �*� ��� '�	��� F2 ��� �G 	� )��* ����� �*��
�*�� 	� �*� ������ �+ �*� )�''	��� %*	� 	���������� �*� +��� �*�� 9�,� ��� ������ �� 	����'����	��
�*�� �/���'����	��H �*��� �*��� 	� � ���	�� �+ �*� 	�'�� �'��� �	�* �	���� ����E �� 9�, ������ ��
�/'����� �� �''��/	)��� �����

%*� ���
� ������� )	�*� ������� �*�� �� �*���� �	)'�& ������ � ����� 9�, ������� �	�* �
����� )��& ���	� +����	���E *���
�� 	+ �� ������ ��� )��& ���	� +����	��� �*� ������� �	�� ���	�
�� )���� �*� ��	�� ���*�� �*�� ��& �� �/����� �*� ������&	�� �	���� +��) �*� ����� �� �/�)'�� 	�
�*��� 	� ,	���� ��#� �� ����� �� ��)'��� �*� ���
������� �+ �*� 9�, ������� �	�* �� 6"( ��
��'��� �*� �/'��	)��� �	�* �*� ��)� ���� ��� �	�* � )���	?��&���� '����'���� �	�* �	���� ���'��
��	�� ��� � ���*FG ����	����	�& 	� �*� *	���� ��	��� %*� ������� ��� �*��� 	� ,	���� ���2�

���	�� �*�� 	� �*	� ���� �� ���� �� ����� �� *�
� �	���� �� ���* �*� *	���� ������� ��� �*�
���'�� ������� ��� �� �*� ���� 	� �*� ,	���� *�� �E � ��� ! *	���� ������� ���	 � �	�� ������ 	�
���* ����� %*	� 	� ��������& �������

� �� �� 9�, �������E ���	
��	�� �������� F�*��� �*� *	���� ������� ��� �B����& ��� �	������
F�� ���	'��	� 	+ �*� +����	�� *�� � �	K����� ���'���� 	� ���* �	����	��G�

� �� �� 6"( �������E ���	
��	�� �������� ��� '����� ? �*� *	���� ������� *�
� �B��� ���'�����
�� � '���� �+ 	�'�� ���	
��	��� �*	�* )��� �� �*����* �*� ��	�	� 	+ �*��� 	� �� �	���

8���
�� �*� ��)��� �+ ���	� ������� 	� ��� �*� ���& '���)���� 	� �*� 9�,� -� ��� ���� �*����
	�� '��'���	�� �*�� �� )�
� �*� ������� �� �*���� �*� �	��* �+ �*� ���	� +����	���� -� 	���������
�*	� ���� 	� ,	���� ���� 	� �*	�* �� 	��������� �*	� +��� �� �*� ��)� �&'� �+ ���� �� ��+��� ��� ��� �



�!� ���	��
 �� ���
�
��

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Radial Basis Functions

"testrbf1.dat"
"testrbf3.dat"
"testrbf5.dat"

,	���� ���H �''��/	)��	�� �+ �*� ���
� ���� ��	�� ���	�� ���	� +����	�� �������� �	�* �E � ��� !
���	� +����	����

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Modelling Noise

sin(2*pi*x)
"testrbf15.dat"
"sinepoin.dat"

,	���� ��#H %*� ���� '�	��� �*	�* ���� �����'��� �& ��	��E �*� ������&	�� �	���� ��� �*� �������
�''��/	)��	�� �& � ���	�� ���	� +����	�� ��� �	�* �! ���	� +����	����



���� 
��
�� ���
� �����
��� �!#

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Multi-layered Perceptron

"testmlp2.dat"
"testmlp4.dat"
"testmlp6.dat"

,	���� ���2H � ��)'��	��� �+ �*� ������� ���
������� ��	�� )���	��&���� '����'����� �� �*� ��)�
�����


���� �+ 0 L � ��� 0 L �22 +�� �*� '���)���� 0 �*�� ��������	�� �*� ���'�� �+ �*� ���	� ��������

� L ���F�0 � 0� � 	� ��G F���
G

-� ��� ������& �*�� �& 	�������	�� �*��� �/��� '���	��� '���)����� �*	�* ��� �� �*����� 	� ���
)���� �� *�
� 	��������� ����*�� '���	��� ��)'�	���	�� �� �*� �	��?
��	���� �	��))�� � �)���

���� �+ 0 �)���� ��� �*� ���'���� �+ 	��	
	���� ������� �
�� �*� �*��� ���� ��� ��� 	� ��	��
�� 	��������� �	�� 	��� �*� )����J � ����� 
���� �+ 0 )���� �*�� ���* ������:� ���'���� 	� 
��&
�����	��� ��� ������ �*� ������� �� )���� �*� ��	�� �*�� 	�������	�� 
��	����� %*	� 0 ��� ���� ��
�*���*� �+ �� � �&'� �+ �������	���	�� '���)�����

-� �	��E 	� ����	�� ��$E 	�
���	���� �����	�� 	� ���	�� ���	� +����	��� �	�* ���'��� �� �*� 
��	���
�&'�� �+ '���)������

��&�� %�
������� ,��� '�:�

���* 9�,� ��� 6"(� ��� �� �*��� �� �� ��	
����� �''��/	)����� 	��� ���* ��� ���	����	�& ������&
)���� ����	����� +����	���� %*��� ��� *���
�� ��
���� 	)'������ �	K�������H

�� %*� ������� �+ �� 6"( ��������& ��� ��������� �*� ��)� +����	�� �+ �*� �������: ���	
��	���
���� ��� ������� ��������� �*� ���	��	� +����	�� �+ �*�	� ��	�*��� 	�'���� �� �� 9�,E �*�
*	���� ������� '��+��) � ���?�	���� )�''	�� �*����� �*� ���'�� ��&�� 	� ����&� �	�����


� %*� ���?�	����	�& 	� 6"(� 	� ��������& )������	�J 	� 9�,� �� ��� � ���	���& �������	��
+����	���

�� %*� ����)��� �+ �*� 6"( ������:� +����	�� 	� �*� 
����� '������ 1�0 �+ �*� 	�'�� ��� �*�
��	�*��J 	� �� 9�, �������E �*� ����)��� 	� �*� �	������ ������� �*� 	�'�� ��� �*� ������
�+ �*� ���	�� ���	� +����	��E � 0�1 ��

�� 6"(� '��+��) � ������ ��������	�� �*����� 9�,� ��� � ��) �+ ����� ���'���� %*���+���
6"(� ��� ������ �� ���	�� ������� 	� ���	��� �+ �*� 	�'�� �'��� �*��� �*��� 	� �	���� ����



�$2 ���	��
 �� ���
�
��

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Variation of Lambda

"sinepoin.dat"
low
high

,	���� ����H A�	�� � ���	� +����	�� �	�* � �	�� ��	�*����*��� 	� �B�	
����� �� �)���*	�� �*�
���'��� � �������� ��	�*����*��� +����	�� �	�� )��� ������& )���� �*� ��	���

	� �*� ���	�	�� ���� �+ �������� ������� ��� ��B�	��� �
�� �*� �*��� ���	�	�� �'���E �� )�&
��B�	�� )��& 9�,� 	��� )��& *	���� ������� 	� �� 9�, �������� 8���
�� ������� �+ �*�
����� ������ �+ �*� )����E 9�,� ��� ���� ����	�	
� �� �*� ����� 	� �*	�* ���� 	� '�������� ��
�*�)�

!� 6"(� )��� '��� �*� ����� ���� 	� ����� �� �*���� ��	�*�� '�������	
��&� 9�,� �� ��� ��
�*	� ��� �� ��� )��* B�	���� �� ���	��

*�!  ����	�� 	� 5��	�� ���	� +����	���

-� *�
� ��	� �*�� ���	�� ���	� +����	��� ��� �� ���� �� ��	
����� �	���	)	������� 8���
�� �� ��	��
*�
� �� ��� �*� ������ '���)����� �*	�* �����)	�� �*� ���'� �+ �*� �	���	)	���	�� �	��� %*��� ���
�*� ��	�*�� ������� �*� ���	� +����	��� F	� �*� *	���� ��&��G ��� �*� ���'�� ��&��E �*� '��	�	�� �+
�*� ������� ��� �*� �'���� �+ �*� *	���� �������� -� �	�� ������& +����� 8�&�	�:� ����&�	� 	� �*	��

-� ���� ���� �*�� �*��� �*����� ��� �� 
	���� �� *�''��	�� �� �	K����� �	)�������� ���� �*�
*	���� ��&��:� ���	
��	�� +����	��� �	�� �� ������� ��	�� � ���?�	���� �'�	)	���	�� �������& �*	��
�*� ���'�� ��&��:� ��	�*�� ��� �� �������� �*����* � +��� �	���� �'�	)	���	���

��(�� 5���	 %������ �������	 �� /��	�


"�� �� ���� �*���� �*� ������� �+ �*� ���	� +����	��� �����)�& �� 	�������� �+ 	�'�� ���� �����
+��) �*� ���� ��� ��� ��� �*� �'���� �+ ��� ���	� +����	��� �� �� �B��� ��� ��������� �+ �� ����)�
�*�� �*� ����	�� �+ ���� '�	��� +��) �*� ���� ��� 	� ��� �	����E ��� �� *�
� �� ��*�� 	�+��)��	��E
�*	� 	� �*� ���� �������&� -� �*���� �� 	�����'	� 0����	�� �*��� �������� ��
	��	�� ��'���� ��
�*� �'���� �+ �*� �������H ��� �*� ������� ������ �+ �*� ��� ���	� +����	�� �� 	�

E�F0G L AF� 0� 	� �G L �/'F��

��
� 0� 	� ��G F����G



���� ���
�
�� 
� 
��
�� ���
� �����
��� �$�

�*��� 6 	� �*� ��)��� �+ ���	� +����	��� ��� � �*� )�/	)�) �	������ ������� �*� �*���� ��������
 � �� ��� �/	�� �*� �������� ��
	��	�� �+ �*� 0����	�� ��

% L
��

�

F����G

%*	� �&'� �+ ������� 	� ����� �� � �	���� '���)���	� )���� �	��� �� ��� ���& 	��������� 	�
�*���	�� �*� 
���� �+ �*� ��	�*���

��� �$� �(���
���

-� )�& ���	� �*� ������� ��� ��	�� �*� �	)'�� "6 �����	�*) F��� 5*�'��� !G 	� �*� ����� ��&�
�+ �*� ��) �+ �*� ������ �
�� ��� � '������� 	�

� L
�




��
���

F�� � ��G� L
�




��
���

F�� �
�
�

��E�F0
�GG� L

�




��
���

��� F���!G

�*���E �� ��+���E �� ��'������� �*� ������ ���'�� +�� �*� ��� 	�'�� '������E �*�� �� ��� ��'������
�*� 	������������ ����� F�*� ����� �� '��������	�� �+ � �	���� '������G �&

�� L
�



F�� �

�
�

��E�F0
�GG� L

�



��� F���$G

��� �� �� ��� ������ �� ��?�	�� �����	�� �����	�*) ��	��

<��

<��
L �F�� �

�
�

��E�F0
�GGE�F0

�G L ����E�F0�G F����G

%*���+��� �� �	�� �*���� �*� ��	�*�� �+��� '��������	�� �+ �*� ��� 	�'�� '������ 0� �&

Y�� L �<��

<��
L ���E�F0

�G F����G

*�
�� 5��������"�����

������� �� ���& ���� �� ����� ��� ��� �+ '���)����� 	� �*	� �	���� '��� �+ �*� ������� �� ��� ���
� '�����?	�
���� )��*��� "�� �� ���	� �& ���������	�� �*� )���	/ 0 ��)'�	��� �+ �*� ���'�����
�+ ���* *	���� ������ �� ���* 	�'�� 
����� 	� �*� ���	�	�� ���� %*��

��� L �/'F��

��
� 0� � 	� ��G� � L �� 
� ���� � J + L �� 
� ����� F���#G

	��� �*� ���'���� �+ �*� +�� *	���� ������ �� �*� ��� ���	�	�� '������� %*�� �*� '�����?	�
���� �+
0 	� �	
�� �&

A� L FA�AG��A� F���2G

�*	�* ��� ����&� �� ���������� �	��� FA�AG 	� � �B���� ���?�	������ )���	/� F.
�� 	+ 	� 	� �	������
������� �+ ���������& 	� �*� 	�'�� ����E �*��� ��� +��� �Æ�	��� )��*��� �+ ��������	�� �*� '�����?
	�
�����G ��� 	� 	� � '��'���& �+ '�����?	�
����� �*�� A�A L ( E �*� 	����	�& )���	/E ��� �� �	���

� L 1�A

%*�� 1 L �A�

%*	� )��*�� 	� ��� � ���� ������ )��*�� �	��� 	� ��B�	��� �� �����	�� ��� 	� �Æ�	����



�$
 ���	��
 �� ���
�
��

��(�� -��!<��������	 -�������� �! %������

-� ��� *���
�� �'� �� )�
� �*� �����	�� �+ ��� ���	� +����	��� �� �*� ��)� �	)� �� ���	�	��
�*� ��	�*��� -*�� �� �� �� �*� )���� ����)�� � ���?�	���� ��� ��� �*� ������ +��) F)���	/G
�����	��� �� ������ ����)� '���	���� � ���	�� ���	� +����	�� 	� ���?�	���� 	+ �*� ���	� +����	���
��� )�
�E �*���� �	;� �� �*���� ���	� +����	��� 	� ��& ��&�

��� '���	�	�	�& +�� ���	�	�� ���* � ������� 	� �� ��� �� ����'��
	��� ���	�	�� )��*�� �� �*�
��	�*�� F�*	�� ����	��	�� �� ��� �*� ��'��
	��� �����	�� �� �*� ��	�*��G� -� ����� �*���� ��
�������� ���* '�	�� �� � '���	����� ���	�� ���	� +����	�� F	��� ���* �*�� �*� �������� ��)'����� �+
�*� *	���� ��&��:� ���	
��	�� ��)�� +��) � '���	����� ������G ������	�� �� �*� �(�����	� ������
��	
����� �� �*	� ����E � 
��� 	� ����� �)��� �*� �?������� ��	�*����� �� �� �*	�* ������:� ������ �*�&
��� ������� ��� �*� ��� 	�'�� 	� ��������� ������	���&� %*� ������ �+ �*� ������ 	� )�
�� �� �*��
	� ��)�	�� �*� �
����� �+ �*� 	�'��� ��������� �� 	��

���� �*�� ��� 	� ���� ��� '�& �� ��� � '�����?	�
���� )��*�� +�� �*� ���'�� ��	�*�� �	��� �*�
'���)����� �+ �*� '�����?	�
���� ��� �*���	�� �� �*� ��)� �	)�

��(�� -����0���	 -�������� �! %������

�� �*	� ����	�� �� ����� �*� '��	�	��� �+ �*� ������� �� �*���� ��� �� 	� ��	�� � ��'��
	��� �����	��
�''����*� -� ��� ��� � �*� ��)� ����� +����	�� �� ��+��� �	�* � �������	���	�� �+ �*� "6 ����H

Y
� L �
� <�
<
�

F����G

%*	� ��+���������& 	� ��� ���������� �� ���
���� F���	�� �*� �B�	
����� ��	�*� �*���� ����G �	���
�*� ���� +����	�� . 	� ��� ���
�/ �	�* ���'��� �� �*� ������� ��� �� � ����� )	�	)�) 	� '���	����
���� �*�� �*� ����	�� ���� ���� ��� �� �*� ��)� �� �*�� ���� �� �'���� �*� ��	�*���

�� 	� ����� �� ��)�	�� �*	� �	�* �*� ��'��
	��� ���'�	�� �+ �*� �	��* '���)�����  � 	� �*	�
�''����*E ��� �*� '���)����� �+ �*� ������� ��� �&��)	����& �*����� ��	�� ��'��
	��� �����	���

�� ������� 	� *�� ���� +���� �*�� ���	�� ���	� �������� ��� �+ �*��� '���)����� ��� )��	���
��	�� ��'��
	��� �����	�� '��������� *�
� ������� �������	���	�� '��'���	�� �*�� �*��� �*	�* �	�*��
�� ��� �*���� �*� �����	�� �+ �*� ������� �� �*��� �*	�* �*���� �*�	� ������� ��	�� �� ����'��
	���
�����	�*)�

*�' -����9?��	���	��

-� *�
� ���� �*�� �� )	�	)	�� �� ����� +����	��E 	� 	� ������	�� ��

� �����)	�� �*� ������� )����

� �����)	�� �*� �'�	)�� '���)����� +�� �*	� )����

-� *�
� ���� ����� ������� �&'	����& �� ��� �*���� )��*�� +�� �*� ������ �+ �*��� ��� ��� )������
�+ �*	� �*�'��� 	� �*�� 	� 	� ������	�� �� '�& ����� ������	�� �� �*� ���� 	����� ��� �*��� ��� 	�����
��� +������� ��� ���& �+ �*� ���	�	�� ���� ��� ���� �+ �*� ���� ���� ? �� ��� ���
� ��� ����	�� ����
�������	���	�� �*	�* )���� �*�� �*� ������� )��� '��+��) �� ���� �� '���	��� �� �*� ���� ��� ��
���� �� �*� ���	�	�� ���� ��� *�� ��� �� 	� ��
���� ����� �*�� 	� �'�	)�� '��+��)���� �� �*� ����
���W ��� )��*�� 	� �*� )��*�� �+ �����?
��	���	���

%*� ���	� +��) �+ �����?
��	���	�� 	� �� �'�	� �*� ' )�)���� �+ �*� ���� ��� 	��� ��� �������E
��� �����	�	�� '?� )�)���� �*	�* �	�� �� ���� +�� ���	�	��E ��� �*� ��*�� �	���� ���)��� �*	�*
�	�� �� ���� �� �
������ �*� 
��	���	�� ������ -� ��'��� �*	� �	�* ���* �+ �*� ' )�)���� ��	��
�)	���� 	� ���� ��� ��������� �*� ����� 
��	���	�� ������ %*	� 	� ����� �� ���
�?���?��� 
��	���	���
�� *�� �*� ��
	��� �	���
������ �*�� 	� ��B�	��� �� �� �����	� �*� ������� ' �	)���

-� )�& *�
� ��Æ�	��� ���� F�� �� �� �*��� �+ '������	�� �	)�G �*�� 	� 	� '���	��� �� ����	���
�'�	��	�� �*� ' )�)���� �+ �*� ��� 	��� ���& �

� ������� ���* �+ �	;� �� ��� ��� 
��	���	�� 	�
���
�?�?��� 
��	���	���



���� ��		�
� &����
 ����
��� �$�

A B

C

D

y

x

,	���� ���
H ���& �*� '�	��� 5 ��� 1 �	�� �� ���� �� ��� �*� ������� �	����	�� �+ � ��� 	������'�
�� � ��� � ��� ����� �����*�

*�* ��$$��� ?����� 4��(	���

��� �+ �*� )��� '�'���� ������ )��*��� *�� ���� �*�� �+  �''��� D����� 6��*	���F D6�G� %*�
 D6 ��	�� �� +��)��	�� �*� 	���	�	
� 	��� �*�� ���& ��)� �+ �*� ���� '�	��� �*	�* ��� ���� ��
���	� � ��'��
	��� ������� ��� �������& ��������&H ��)� '�	��� ��� ��������� �� ���	�	�� '�	���
��� ���& ��� �� �*� �����* �+ �	)� � �	)����	�� ����� �	�*��� 	)'��
	�� �*� �������& �+ �*� ����
�������

"�� �� 	)��	�� �*�� �� ��� �	
�� � ��� �+ ���	�	�� '�	��� �F0�� ��G�0�� ��G� ����0%� �%G
 �*	�* ��
�	�* �� ��� �� ���	� � ������ �������� "�� �� ���	� �& �����	�	�� �*� �	����	�� �*��� �*��� 	� �
�	���� �����	���*	' ������� 	�'��� ��� ���'���� %*�� �� *�
�

� L �F0G L �1�0�N � F���
G

�*��� �� � ������� �*� ��� '������� ��� �� �	�* �� *�
� +����	��� �*	�* ��� �� I�� �� '���	���
�*	�* 	� �*� ���
� ���� )���� �*�� �� �	�* �� *�
� � �� �)��� �� '���	���� ��� ��& �� �� �*	�
	� �� )	�	)	�� �*� .���	���� �	������

��1��� F����G

������� �� �*� �������	��� �*�� �� �	�* �*� ������	�� +����	�� �� �''��/	)��� �*� ���� +����	�� 	���
������� �� �*� �������	�� �*�� �*� �	K������ �� ���* ���� '�	�� ������� �� ��� �F0�G 	� F��)���G
2� %*	� ������� 	� � �	����	�� ���* �� �*��� 	� ,	���� ����� %*� '�	��� � ��� � ��� ����� �����*
�� �*� ������� �	�� �*�� �*�& ��� �� 	������ �*	�� 5 ��� 1 ��� +���*�� ���& ��� )��� �� ���� ��
��� 1 ��� ��

����� %�����;������

5���	��� �*� �'��	�� ���� �*��� �*� +����	�� �F0�G L � �� � ��
�� 	��� �� ��� �����	+&	�� ��� '�	���
�� ������	�� �� ��� �+ ��� �������� %*�� �� ��� ����	�� +�� 1 ��� � ���* �*��

0��1 N � 	 N� 	+ �� L N� F����G

0��1 N � � �� 	+ �� L �� F���!G

%*��� ��� �� ��)�	��� 	��� ��� ��� �+ 	��B���	�	��H

��F0��1N �G� � 	 2
� F���$G

��� �*� '�	��� +�� �*	�* �*� �B���	�& 	� �B���	�� ���� *���� �	� �� �*� *&'��'������ H 0��1N� L �
�*	�* *�� '��'���	����� �	������ +��) �*� ��	�	� L ���

����� �*��� ��1�� 	� �*� ����	���� ���) F�����*G



�$� ���	��
 �� ���
�
��

�+ 1�  	)	����& �B���	�� ���! ����� �� �*� *&'��'���� �� H 0��1N � L �� �*	�* *�� '��'���	�����
�	������ +��) �*� ��	�	� L ����

����� �  � �*� �	��* �+ �*� )���	� 	� �
����� ��� �*�� �� �	�* �� �� 	� ��

)	�	)	�� �*	� �	��* �*	�� ��	�� '��+��)	�� �������� �����	����	��� ���� �*� ���	�	�� '�	��� �*	�*
���� �	� �� �*��� *&'��'����� ��� �*� ���& ���� ��������& �� �����)	�� �*� '���)����� 1 ��� � ���
�*�& ��� ����� �� �*� 	���
�� ����
�	� -� ��� ���
� �*	� '�����) ��	�� �*� )��*�� �+ "�������
)���	'�	���H �� )��� )	�	)	��

B� L
�



��1��� �

%�
���

4���F1�0� N �G N

%�
���

4� F����G

�*��� �*� ���� �������	�� ������� �*�� �*� 4� 	 2� ���� �*�� �� ��� ��� ��B�	��� �� )	�	)	�� B�

�	�* ���'��� �� 1E � ��� 4� ��� �*�� �� �*� �'�	)�� '�	�� �*� ���	
��	
� �+ B� �	�* ���'��� ��
�*��� '���)����� �*���� 
��	�*�

������� �*� '�����) 	� ���
�/E �� ��� �B�	
������& �'�	)	�� �*� R����R '�����)H ������	� B�

������� �� �*� �������	��� �*�� �*� ����	��� �+ B� �	�* ���'��� �� 1 ��� � 
��	�*� 1	K�����	��	��
B� �� ���

<B�

<1
L 1 �

%�
���

4���0�

��� �� 1 L

%�
���

4���0�

�� �*� �'�	)�) '�	���  	)	����& ���	�� �*� ���	
��	
� �	�* ���'��� �� � ��� ����	�� �*	� �B��� ��
2 �	
�� �

�

4��� L 2 F����G

�*	�* �� ��� �����	���� 	��� �*� '�����) �� �	
� ��

B2 L
�
�

4� � �




�
���

4�4�����0�0� F���#G

�*	�* 	� �*� ���� '�����) �*	�* �� )��� )�/	)	���
 �''��� 
����� ���	�	�� 	� �*� �	���� ��'������ ���� �*�� 	�
��
�� ��	�� �*� ���� �B���	�� ��

���
� �*� ��	�	��� �'�	)	���	�� '�����)� ���& �*��� '�	��� �*	�* ��� �� �*� ��'����	�� *&'��'�����
�	�� *�
� 
����� �+ 4� ��� �B��� �� ;���� ��� '�	��� �*	�* ��� ��������& ��������& �����	��� �	�� �	�
�	�*	� ����'����� ������ ��� �	�� ��� �� ���� +�� �����)	�	�� �*� '���)������

����� 3 %��� -��	"

��� ���� ��� �� ����&�� � ���?�	)���	���� ����?��� ��� ��& �� �	���
�� �*� ����?���	�� ��� �+
�������	�� ���
�� �*�� ���* �������	��� �*� ���� ��� +������� �*� ���� �+ '�����	�	�&E �*	�� ����
���	�� 	��� ������� ����� 
��	����� 	� �*� ��)'�� �	;�� �����	���� �	�* ���* ��� �+ �����
��	����

�� '���	�����E �� ����&��� � ������� �+ ������ ������� �*��� �*� 	���'������ 
��	���� 	� �*�
����)����:� �
�����	�� �+ �*� �	��	�� �*��?��� �+ �*� +�
���	�� �� �*� ��� �+ �*� )���*E ���
�*� ��'������ 
��	���� 	� �*� ������ +��B����& �+ � '���	����� :������?������: ������	�� �	
�� �*�
����)����:� '�	�� �
�����	�� �+ �*� ����� � :������?������: 	� �*� ��)�	���	�� �+ �*� �����)��
�� �*� ��� �+ �*� ���� ��� ������ *��
�� ��� ��E �� �� *�
� �*��� '���	��� �	K����� �����)��
�+ *�)� �	�E ����E �� ���& �	� �� �*� ��� �+ ���* *��+E �� *�
� �	�� '���	��� ������?������� 	�
���� �� �*���� �� ����� �*�� �*� ��� �+ �*� +���?�	)� +�
���	�� ���� �� 	���'������ 
��	����� ���
� ���� �����* �''��/	)��	�� �� � �)���* ��� ����	����� ����� +�� ��� ��'������ 
��	����� �� ��
����	����� 
	���� ? *���
�� ��� �+ ��� )�	� �	Æ����	�� 	� �*�� �� *�
� +�� ������ ��)'�� �	;�� +��
��)� ��'������ 
��	����� �*�� ��*���E ��� ���� ��)� ������?������� ����� 
��& 	�+��B�����& �� ��
�������� �������	�� �� )�& �� �	Æ�����



���� ��		�
� &����
 ����
��� �$!

A B

C

D

y

x

,	���� ����H ���& �*� '�	��� 5 ��� 1 �	�� �� ���� �� ��� �*� ������� �	����	�� �+ � ��� 	������'�
�� � ��� � ��� ����� �����*�

%*� 	���'������ 
��	���� 	� ����� �� ���� �+ +�
���	��� ������� $O� ��� �O�� %*	� 	� ������
	��� �� 	���'������ 
��	���� ����� �+ ������� ?� ��� � �*��� ?� 	� �B�	
����� �� �*� '�����	�	�&
�*�� �*� ���& ���) *�� �22V �*���� �+ �	��	�� ��� � 	� �B��� �� �*� '�����	�	�& �*�� �*� *�)�
���) *�� �22V �*���� �+ �	��	��E �*��� ���* '�����	�	�	�� ��� �	
�� �& �*� ����)�����

8���
�� ��)� 	���'������ 
��	���� ������ ��� 
��& '����& ��'�������� ���� �*��� ��� 
��& +��
	���'������ 
��	����� ���� �*� �/���)	�	�� �+ �� F��� %���� ���� �� +��� �*� )����	�& �+ ��� ����
�/	��� +�� 
����� ������� ?2�
 ��� N2�!J ����	�� �+ �*	� �����E �*��� 	� � 
��& �*��' ����	�� 	� �*�
��)��� �+ �����
��	����

%*	� ����	�� �	������� �� �''�	���	�� ��)�������	�� *�� �� ��	�� 	��� �  �''��� D����� 6�?
�*	�� F D6G S
E ��T ��������� �+ �*	�* '�	��� ��� )��� ���	���� �*�� ��*��� �*	�� ���'	�� �*�
���� �������	���	�� ��� �)���*	�� '��'���	�� �+  D6��

%*� 6 '���)���� 	� �*� +���� �+ ��� ������	��� �+ �� '�����	�� 	� ��
���� �*� ��B�	��� ������
�+ �������&E �� )�& ��� 6 �� �� �''��'�	��� 
�����  �)��	)�� �� �	)'�& �	�* �� 	�
���	���� �*��
������ �+ �������& �	
�� �� ���� �������	���	�� �
�� �*� ����� 8���
�� +�� ��� ���� ���E �� *�
�
��������� ����� �*� ���� ��� ���	�	���� �� �*� ��'������ ��� 	���'������ 
��	�����H �� ����
�*�� ��)� 
����� �+ �*� F��� ��G ���� ��� ��� ����� �� � ������� ��)��� �+ ��)'��� �*�� ��*����
%*���+��� �� ��	�� 	� �*	� ��������� �& �����	�� �*� 
���� �+ 6 �� ���* ���� '�	��� %*���+��� ��
��� *�
� � 
����� �+ '���)�����E 6�� � L �� ���� � E ��� +�� ���* ���� '�	��� %� ��������� 6� �� ���
�*� ��)'�� �	;�E �� +��) �*	�* �*� ��'������ 
��	���� ��� ����������� 1����

�� L
���
� ��

F��!2G

"�� ���� �� �*� �)������ 
���� �+ �� �� ���������� ��� ���	 �� �*� �������� -� �*��� 6��	 ��� 6���

�� �� �*� )�/	)�) ��� )	�	)�) '��)	���� 
����� �+ 6� ���'���	
��& ��� ���

6� L
�� � ����

���	 � ����
� F6��	 � 6���G N 6��� F��!�G

-� �*�� ��� �*� 	����	�� '�	�� �'�	)	���E "�3� S�!T �� ���
� �*� B������	� �'�	)	���	�� '�����)�

����� -�
��������

%*� ��)��� �+ �����
��	��� +�� ���* F��� ��G '�	� 	� �*��� 	� ,	���� ���� �� 	� �*� ������'���	��

���� �+ 6�� -� ��� �*�� �*� �������� ��)��� �+ ��)'��� ��� *���� �*� �)������ 
����� �+ 6� ����� 	�
�*� ������� ���	�� ������� ?2�
 ��� 2�!� �� ,	���� ���! �� �*�� ��� ��� �+ �������	�� ���
�� +�� �*�



�$$ ���	��
 �� ���
�
��

,�
� ����  �)'�� 8?8 8?1 8?� 1?8 1?1 1?� �?8 �?1 �?�
�O! � 2 2 2 
 � 2 2 2 2

O# � � 2 2 
 � 2 2 2 �
�O� 
� �� � 2 � � 2 � 2 �

O� �$ �! � � �
 � � 2 � 

�O� �! 

 � � ! � 
 2 2 �
�O�� 
$ �� 2 2 � �2 � 2 2 2

O! !� 
� � 2 �� � � � 
 

�O# �� !
 � 2 �
 $ � ! 2 �
�O
 �2 �� $ 2 �� � 
 � � �
�O�! �� 
$ 
 � �! �! � � ! �
�O� �$� !� �2 
 �2 
� �2 � ! ��
�O�� 
22 �
 �� � �! 
� �2 � � �!
�O$ 

# �2� � 
 �$ �� �� ! � ��
�O�� �2� �� �$ � !2 $2 �
 �� �� 
#
�O! 
!� �! �! ! �� �$ 
# 2 �� 
$
!O$ ��
 �
 ! � 
� �# � ! ! �!
�2O�� 
�! $# $ � �� �� 
! � �
 �2
�O� 
22 !� � 
 �
 �� �$ � �� ��
��O�2 
22 �� �# � 
! �� 
2 � �� ��
$O! 
�2 !� �! ! �� �$ �� � �2 ��
!O� �

 $# 
! $ �� !� �2 # �� !�
��O� 
�$ !# �� ! �� �! 
� ! ! ��
$O� 
�
 !$ �
 � 
� !2 
� ! �� �!

%���� ���H %*� ���� ��� �����)�� �+ .���	�* (��)	�� �	
	�	�� ��)�� 	� ��� �������


��	���� 6� )��*�� F��'G ��� �*� ������'���	�� ���
� +�� �*� �	���� 6 )��*��� �� ���* ���'* ��
���� �*�� �*� �������	�� ���
� +��) �� ��������	
� )��*�� ����� �� � ������ ������ '��&��)	��
�*	�* ���� ����� 	��� ������� �*� ��)'�� �	;�� ��� �*	�* *�� ���� �*��� �� �� �������+�� ��
)��	�� 	�� ������� )���&U %*� 
��	���� 6� )��*�� 	� ������& ������ �� �*� '��
�� ���*�	B��� -�
���������� �*�� �*� ��� '�	��� ��� *�
	�� � )��� '	
���� �K��� 	� �*� ������ �����



���� ��		�
� &����
 ����
��� �$�

,	���� ����H %*� ��)��� �+ ���� '�	��� ��� ������'���	�� 
���� �+ 6 �� ���* ���� '�	��

−0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1
% samp. tot.
epsilon     



�$� ���	��
 �� ���
�
��

,	���� ���!H %*� ��' �	����) �*��� �*� �������	�� ���
� +��) �*� 
��	���� 6� ����� %*� �����)
�*��� �*�� +��) �*� �������� 6 ���� �� �*� ��)� ���� ���� .��* ���'* ���� �*��� �*� �������	��
���
� +��) � ��	�� ��� ������� '��&��)	�� �������	�� �*	�* ���� ����� 	��� ������� �*� ��)'��
�	;���

−0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7
data      
svr       
poly comp.

−0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7
data      
svr       
poly comp.



���� ��		�
� &����
 ����
��� �$#

,	���� ���$H %*� ��) �+ �*� '�����	�	�	�� ��	�� �*� 
��	���� 6 )��*��� %*� '�����	�	�	�� ��) ��
�''��/	)����& � 	� �*� ���	�� 	� �*	�* �� *�
� )��� ���� ��� �	
���� ��������	���& +��) � �� �*�
�/���)	�	���

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.95

1

1.05

1.1

1.15

1.2

1.25

1.3

1.35
prob sum



��2 ���	��
 �� ���
�
��



!�� ��������

S�T 1� 5*����� ��� 5� ,&+�� 6�����	�� )���	'�� ����� ��������� ��	�� ����	����	�� �������	����
)���
��* +
�������
� �� )����� ,�	���	E �##��

S
T � 5*�	��	��	 ��� 4  *���?%�&���� �� -���
�����
� �
 ,���
�� .���
� /������	 ��� 
����
������(��	�� �������� ����
�	� 5�)��	��� A�	
���	�& (����E 
222�

S�T 5� ,&+� ��� 9� �������&� ���?�	���� ���� ��������� �/�����	�� ��	�� �	)'�� *���	�� ���������
��
�
����� +���������	E �
F$GH!��_!��E �##!�

S�T  � 6	��E ��  �*����'+E ��  )���E 7�?9� 6�����E 6�  �*��;E ��� 0� 9����*� 7����� '�� ���
��?��	�	�� 	� +������ �'����� �� �������	 �� )����� 0�
��		��� ,�	���	� &&E �###�

S!T (�"�"�	 ��� 5� ,&+�� � ������ ������� 	)'��)�����	�� �+ �����	��� ��������	�� ����&�	��
)����� )���
��	E �
F�2GH��#�_��#�E 1��� �###�

S$T  � 9�)�*��	E  � 0���E ��� �� (������� � )���	?
	�� ����	���� ���	
� �*�'� )���� ��	��
������ '��� �� �/.+11E �###�

S�T ��  �*����'+E  � 6	��E 5� ������E (� 7�	���*E 7�?9� 6�����E 0� 9����*E ��� �� 4�  )���� ��'��
�'��� 
� +������ �'��� 	� ������?����� )��*���� -""" #���	����
�	 
� )����� )���
��	E
�2H�222_�2��E �###�

S�T ��  �*����'+E  � 6	��E ��  )���E 0� 9����*E ��� 7�?9� 6������ 7����� '�� '������ ����������?
�	�� 
	� �''��/	)��� '��?	)����� �� "� �	������� 6� ����� 9� C	�)��E ��	���E 0�
�������	 
�
2�� -��������
��� +
�������� 
� ��������� )����� )���
��	E '���� ���_�!
�  '�	���� D�����E
�##��

S#T ��  �*����'+E ��  )���E ��� 7�?9� 6������ ����	���� ��)'����� ����&�	� �� � ������ �	���?

���� '�����)� %��*�	��� 9�'��� ��E 6�/ (����� ����	��� +�� �	����	��*� 7&������	�E 1��
�##$�

S�2T ��  �*����'+E ��  )���E ��� 7�?9� 6������ ����	���� ��)'����� ����&�	� �� � ������ �	���?

���� '�����)� )����� +
�������
�E �2H�
##_���#E �##��

S��T ��  �*����'+E ��  )���E ��� 7�?9� 6������ ,���
�� .���
� /������	E �*�'��� 7����� (�	��	'��
5�)'����� ����&�	�E '���� �
�_��2� �###�

S�
T �� 4�  )���E �� "� 6�������	��E ��� �  �*����'+�  '���� ������ +������ ����&�	�� %��*�	���
9�'��� ##?2�E A�	
���	�& �+ -	����	� 6��	���E �###�

S��T �� 4�  )���E  � 6	��E ��  �*����'+E ��� 9� 5� -	��	�)���� 9������	;�� '�	��	'�� )��	+������
/������ 3�������E '���� �_
�E 
222� F���)	����G�

S��T �� 4�  )��� ��� ��  �*����'+� � �����	�� �� ��''��� 
����� �������	��� %��*�	��� 9�'���
�5
?%9?�##�?2�2E �����5�"%
 %��*�	��� 9�'���  ��	��E ���� �##��

S�!T 9� 4� D�������	� "�B�H �� 	����	�� '�	�� ���� +�� B������	� '�����))	��� %��*�	��� 9�'���
 �9?#�?�!E (�	������ A�	
���	�&E  �'�� �##��

S�$T D D�'�	�� #�� ������ 
� 	����	����� �������� ���
���  '�	���� D�����E ��� <���E �##!�

���



��
 �
��
��
�	��

*�; -������	��

%*� �*�)� �+ �*	� 5*�'��� 	� �� 	�
���	���	�� �+ �*� �Æ���& �+ ���	�	�� � ������� �� ��� ��� �+
���� ��� ����	�� 	� �� ����*���

-� *�
� 	�
���	����� ��� ��'���� �+ �*	� ���* �+ �*	�* ��� �� ���� �� B����	+& �*� �������?
	���	�� '��'���	�� �+ ����� %*� D5 �	)���	�� 	� �� �������� ���� �*	�* '��
	��� � ����� ����
������	� +�� ����&�	�� �*� '���� �+ � ������ �������J �� ���* 	� �+��� ���)� �� *�
� �	���� ����
����
�� �
��&��& ������ ������� ���������	��� %*� (�5 �&���) 	� ������� �	�* � �	)	��� 	�����	�� 	�
�*�� 	� 	� ���� �� �	
� ��������� 	� � �������:� ���'����

%*� �	��?D��	���� �����?�K �� �*� ��*�� *��� 	� 
��& ���� ��� �� *�
� ���� �*� )��	�) �+ �
�	K����� �&'� �+ ��'��
	��� ������ ������� �� �*�� 	�� ����
�����

-� *�
� ���� )�� �*� ���*�	B�� �+ �������	���	�� �*	�* 	� 	������� �� ������ �*�� �� ��� �
�)���* +����	�� ��� �� *�'�+���& ���� 	����'����	�� +�� ���� �*	�* ��� ��� ���� ���	�� ���	�	���



������� �

"��
�������	 �������� 
����

#���� �����	�

;�� 
��������	��

�� �*	� 5*�'���E �� ��� ���	�� ������� �� ����� )�''	��� 	� �� ����'��
	��� )������ %*� ��� �+
���	�� ������� *�� ���� ���	
�� +��) �*� ���� �+ D�'�	� S�$TE ������ SFT ��� 	� �*� ���� �+  �''���
D������ 6��*	����  �''��� D����� �������	�� +�� �/�)'��E '��+��)� � ����	���� )�''	�� �+ �*�
���� ��� 	��� ��)� *	�* �	)���	���� +������ �'��� 	� �*	�* �� )�& �*�� '��+��) �	���� �'����	����
 	��� �*� ��	�	��� )�''	�� ��� ����	����E ��& �	���� �'����	�� 	� �*	� +������ �'��� ������'����
�� � ����	���� �'����	�� 	� ���� �'����

-� ���� ��
	�� ������ ���� �� 7����� (�	��	'�� 5�)'����� ����&�	� F7(5�G S�
E ��E #E �2E �E
$E ��E �E �T �*	�* *�� ���� �*� )��� +��B�����& ��'����� �	���� �'����	�� 	�
��
	�� ����'��
	���
�����	�� 	� +������ �'���� -� �*�� �/���� �*� )��*�� �� '��+��) ��*�� 7�����?����� �'����	���H
7����� (�	��	'�� ,����� ����&�	�E 7����� ./'�������& (������	�� (����	� ��� 7����� 5����	���
5�������	�� ����&�	�� ,�� ���* �'����	��E �� ���	
� �*� �''��'�	��� ����� ��� �	
� �/�)'���
�	)����	�� ��������  	��� �*	� ���� 	� �� 9��	�� ���	� ,����	���E �� �	�� ��'��� ������� ���& ��	��
���	�� �������E *���
�� �*� �*���& 	� B�	�� ������� ��� )��& 	�������	�� ������� )�& �� *�� ��	��
���?���	�� ��������

;�� @����� %-�

%*	� ����	�� 	� ����� 
��& )��* �� �*� ����&�	� 	� S#E �2T� � 
��& ���� 6����� �	)����	�� �+
7����� (5� ��� �� +���� ��

0��1�--!"�
���!�
2��
��

�� �*� ��/� ����	��E �� �*�� �*�� ��)'�� (�	��	'�� 5�)'����� ����&�	� F(5�G )�& �� '��+��)��
�� �*� ��)'��� �+ � ���� ��� 	� � '���	����� ��& �*	�* �	�� �� ���+�� 	� �*� '��+��)���� �+ (5�
	� �*� ����	���� +������ �'����

?���� ��� ������ )�����

(5� ���� �*� �	���
������ ��� ������'���	�� �	���
����� �+ �*� ��
��	���� )���	/ �+ � ���� ����
"�� F L �0�� ����0�
 �� 		� F	���'������E 	����	����& �	���	�����G ��)'��� ����� +��) � ����
������� �+ ���* 0� 	� �?�	)���	����E � �� )��� � �	���
�����O�	���
������� "�� 5 �� �*� ��
��	����
)���	/ �+ �*� ���� ���J �*�� 5 	� ���� %*�� �*� �	���
������E ��E ��� � �	)���	���� 
������ �*	�*
��� +���� �& ���
	��

!� L 0� F#��G

���



��� ���	��
 '� ����	�
&
��� ���
�
�� ��
�� ��
��� �������

�*��� 0 	� �*� �	���
���� ������'���	�� �� �� -� �	�� ����)� �*� �	���
����� ��� �	���
������ ���
�������� 	� ���?�������	�� ����� �+ �	���
����� ��� ���* �	���
����� 	� �+ �����* �� -� �	�� ���
�*� ��)'�� ��
��	���� )���	/ �� �*���* 	� ��� �*� ���� ��
��	���� )���	/ ��� ��

! � �

�

��
���

0�0
�
� F#�
G

��� ���* �	���
����� �	�� 	� �*� �'�� �+ FJ 	��� �*� ��� F L �0�� ����0�
 +��)� � ���	� ��� F���)���&
�
����)'���� �	��� � � �G +�� �*� �	���
�������  � ���* �� ��� �� �/'������ ��

�� L
�
�

4�
�0� F#��G

��� 	+ �� �	�* �� ��� �*� '�	��	'�� ��)'������ �+ � ��� ���� '�	�� 0 �� '������ 	� �� �*�
�	���
������ '��
	����& +����H �*� ���� '�	��	'�� ��)'����� 	� F0���GE �*� ������ 	� F0���GE ����
%*��� ��� �*� �����	����� �+ 0 	� �*� �	���
����� ���	�� %*��� ��� ���& � �	���
������ F�� )���G
��� �� �*��� ��� ���& �� � �����	����� 	� �*� ��� �&���)H �� *�
� )����& ������� �*� ���� ����

��� ����	��� '������	�� ��� �+ �*� ���� '�	��� +��) F �� �*� �	���
����� ��J �*��

0���� L 0��
�
�

4�
�0� L 4��

�
�

0�0� F#��G

��� ��� 7 �� �*� )���	/ �+ ��� '�������� %*�� ��� L 0�0� �
6���	'�&	�� ���* �	��� �+ F#��G �& 0� �� ���

0�!�� L 0���0� F#�!G

��� ��	�� �*� �/'���	�� +�� ��E ��� �*� ����	�	�� �+ �*� ��)'�� ��
��	���� )���	/E 5E �	
��

�

�
��4� L 0��4� F#�$G

��� 	� )�& �� �*��� S�2T �*�� ��� 	�������	�� �����	��� �+ �*	� �B���	�� ��� ���� �����	��� �+

�4� L�0�4� F#��G

�*��� �����	�� 	� �*�� 4� 	� �*� '�	��	'�� �	���
����� �+ 7�

?���� ��� ������ )������

��� �� '��'������ �*� ���� ��	�� ` H F� > �  � , 	� ��� �*� �'��� �'����� �& `F0�G� ����`F0� G �
%*� ���
� ����)���� ��� *��� ��� �*� �	���
������ �+ �*� ��� '������ )���	/��� L F`F0�G�`F0�GG�
��� ��� �*� 4����� #����H '��
	��� �� ��� ��������� 7 �� ���:� ���� �*� 	��	
	���� ���)� `F0�G�

�� �*	� 5*�'���E �� �	�� �/����	
��& ��� 0����	�� ������� �� �*��

��� L F`F0�G�`F0�GG L �/'F�F0� � ��G�GF
%�G F#��G

%*	� ������ *�� ���� �*��� S�2T �� ���	�+& �*� ����	�	��� �+ 6�����:� �*����) ��� �� ��� �� ����
�� � ������ +�� ��)� +����	�� `F�G� ��� 	���� �*�� �� )��� ������� 	� +������ �'��� 	� �*�� �*�
�	���
������ �*���� �� �+ ��	� �����*� "�� "� �� �� �	���
����� �+ !� %*�� "� 	� � 
����� 	� �*�
�'��� , �'����� �& `F0�G� ����`F0� G ��� �� ��� �� �/'������ 	� ���)� �+ �*	� ���	�� %*	� 	� �� ��
)��� 6?�	)���	���� ����'��� �+ � '���	��& 	���	�� �	)���	���� �'��� �*	�* �	
�� ��)'����	����
�����	�	�	�& �� �*� ������ �����	�*)�� %*��

"� L
��
���

4�
�`F0�G F#�#G



'��� ��
��� 	�� ��!

+�� �	���
������ "� ������'���	�� �� ���?;��� �	���
������ %*���+���

"�� "� L

��
�����

4�
�`F0�G

�`F0�G4
�
�

L

��
�����

4�
����4

�
�

L 4��F�4�G

L 0�4
��4�

��� 4� ��� F�& ����	�	�� �+ �*� �	���
������ �+ 7G �+ ��	� )���	����� %*���+��� �	��� �� ��B�	��
�*� �	���
������ �� �� ���)��	��� 	� +������ �'���E 5E 	��� "�� "� L �E �� )��� ���)��	�� �*�
�	���
������ �+ 7E 4�E �& �	
	�	�� ���* �& �*� �B���� ���� �+ �*�	� ������'���	�� �	���
������

��� �� ��� �	)'�& '��+��) � '�	��	'�� ��)'����� '������	�� �+ ��& ��� '�	�� 0 �& ���	��
	�� '������	�� ���� �*� '�	��	'�� ��)'������ �+ �*� +������ �'���E5� %*��

"��`F0G L

��
���

4�
�`F0�G�`F0G L

��
���

4�
��F0� �0G F#��2G

��� �*� ���
� ����)��� �*��� �*�� ��& �'����	�� �*	�* ��� �� ������ 	� ���)� �+ ��� '�������
��� �� 7�����	���� -� �	�� 	� �����B���� ����	��� ��� �	)	��� ����)���� �	�* ,����� ����&�	�E
./'�������& (������	�� (����	� ��� 5����	��� 5�������	�� ����&�	�J *���
�� ���� �� �	
� ��
	����������& �/�)'���

%*��� ��� )��& �/�)'��� �+ 7(5� 	� �*� �	�������� F���� S�2E �E $TG ��� �� �	�� 	� �*	� 5*�'���
���& �	
� ������� ��	�� 7(5� ����� �*�� �� �	�* �� ��)'��� 	� �	�* ��*�� 7����� )��*����

?���� ��� %���� �! )����� ��
����������"

��� �+ �*� �	Æ����	�� �����	���� �	�* ����'��
	��� ������ )��*��� 	� ������� 	� �*�� �*� ����	����
)�''	��E `FG )�'� �*� 	�'�� ���� �� � +������ �'��� �+ *	�*E '���	��& 	���	��E �	)���	����	�&�
��� ��� �+ �*� ��
������� ������ )��*��� ��� ��	� �� *�
� 	� �*�� �*�& ��� �������& ����	�� 	�
� �'��� �+ �	)���	����	�& �B��� ���& �� �*� ��)��� �+ ���� '�	���� %*	� 	� ���� ��� 	� '����	��
�*� �	)���	����	�& )�& �� �
�� ���� �*�� �*�� 	+ ��� �� )��� ���� '�	��� ��	��	��� %*�� ��
*�
� � ������� ���� 7 )���	/� (��*�'� )��� ��))�� 	� �*� �	����	�� �*�� ��� �� )��� '�	���
�	� 
��& ����� �� ��� ����*�� F	� +������ �'���G ��� �*�� �� *�
� �� 	��?����	�	���� 7 )���	/
�*��� ����� �	���
������ ��� 
��& �����'�	��� �� ��	��� �� 	� ��� ���	�� �*�� ������ )��*��� ���
�&'	����& '������ �	�* '�����)� �+ �*	� �&'�E � +��� �*	�* �*���� ��� �� ���'�	�	�� �	
�� �*��
�� ��� ���	)��	�� � �	���
������ +��) � '�	����  �)� )��*��� +�� �����	�� � ������� ��� �+

������ *�
� ���� ��������� 	� �*� '���� �� ���	�	�� �� �������	�� �*	� '�����)E ���* )��*���
���� ����
	��� �*� ��)'����	���� '�����)� �����	���� �	�* ����� )���	���� -� ��� ������� +���*��
)��*��� �� ��� � ������� ��� ��� '��+��) �� �)'	�	��� ����& �+ ��)� �+ �*��� )��*����

%*� ���� ��� �� �	�� ��� ����	��� �+ $! ������ �'����� �+ ��! ������	�� ���� �& SFT� %*� ����
��� 	� ��)'���� �+ � )	/���� �+ �*� !
?������ ���
�& �& SFTE �����*�� �	�* �*� �?������ ���
�&
��������� �& SFT '��
	�	�� � ��� �+ ������	� �'����� �'���	�� 2��?
�!))�  ������ 	� )������� 	�
���)� �+ �*� �������& �+ �����	����	�� �+ ������	�� 	��� �*� ������� ���� �&'���

-� ��'��� ������� 	� %���� #�� F7����� ,����� ����&�	� 	� �	������� 	� �*� ��/� ����	��? �*�
������� ��� �*��� *��� +�� ��)'��������G� %*� ����� �*��� �*� �K���	
����� �+ '��+��)	�� � �	����
�����	����	�� �+ �*� '������	��� ���� +������ �'��� �+ �*� ����� %*� )��*��� +�� �*���	�� � �������
��� �+ '�	��� F������ 	�	�	��	���	�� )��*��� 	� �*� %����G ����H

4����� -� �	)'�& �����)�& ������ � ������ �+ �*� ���� ��� �� ��� �� �*� '�	��� �*	�* �� ���
�� '��+��) � 7����� (5�� %&'	����& �� ��� �22 ��� �+ �*� ��$ '�	����



��$ ���	��
 '� ����	�
&
��� ���
�
�� ��
�� ��
��� �������

��	�	��	���	�� )��*�� 7����� )��*�� 1������ �������&
9����) (�	��	'�� 5�)'����� ����&�	� ������	� $�V
�?6���� (�	��	'�� 5�)'����� ����&�	� ������	� $�V
 �6 (�	��	'�� 5�)'����� ����&�	� ������	� ��V
6�0 (�	��	'�� 5�)'����� ����&�	� ������	� $�V

9����) (�	��	'�� ,����� ����&�	� ������	� $!V
�?6���� (�	��	'�� ,����� ����&�	� ������	� �2V
 �6 (�	��	'�� ,����� ����&�	� ������	� �!V
6�0 (�	��	'�� ,����� ����&�	� ������	� $�V

%���� #��H %*� '��������� �������& �+ ��� ������ )��*��� �*�� �	K����� )���� �+ �����	�� �*�
���� 
������ ���� �� �����)	�� �*� ��������

-�$���� -� ������ !2 ������� �������� ��	�� �*� �?)���� �����	�*)� %*��� ������� ����)�
:
	����� '�	���: �� �*	�* �*� 7(5� �����	�*) ��� '��+��)��� �+��� �� +���� �*�� ��)�
������� ��	��	��� 	� �*	�* ���� ��� ��� ��)�
�� F��� �	�����	�� �� 	��?����	�	���� ��
��	����
)���	���G�

� $ -� ���	� �	�* � �2M�2 ��	� �+ ���'�� ������� 	� �  ��+?�����	�	�� 6�' SFT ��� ���	� �*�
������� �� �*	� ���� ���� %&'	����& ������ *��+ �*� ����� ��� ��� ���'���	�� �� � '��� �+
�*� ���� �'��� ��� ��� �	�������� %*� ������� +��) �*� ��*�� *��+ ��� ���� �� � +��) �+
:
	����� ����: �� �*	�* �� '��+��) �*� 7(5��

$�@ -� ����)� �*� ���� ��� +��)�� +��) � 6	/����� �+ 0����	�� ������ F�� �������& ����
�	������ ��
��	���� )���	��� +�� �*� 0����	�� ��
��	���� )���	���G ��� �'�	)	��� �*� '�?
��)����� �+ �*� )���� ��	�� �*� .6 �����	�*)� %&'	����& �� +���� �*�� �*� ���� ��� ���
���� �/'��	��� �& 
2?�2 0����	��� �*��� )���� ���� ���� �� :
	����� ����: �� �*	�* �*�
7(5� ��� '��+��)��� %*� ������� ���� +���� ��	�� �*� .6 �����	�*)�

-� ��� +��) %���� #�� �*�� �*�  �6 '��
	��� �*� ���� '�	��� F	� ���)� �+ �������& �+ �*�
�������	��G �� �*	�* 7(5� ��� '��+��)��� (��*�'� �*� )��� 	�������	�� ������ 	� �*� �	K������
������� �*�  �6 ��� �*� �?)���� �����	�*)J �*	� )�& ���� �� �/'��	��� �& �*� +��� �*�� �*�
������� 	� �*� �?)���� �����	�*) ��� ������& ��)'��	�	
� ��� ���� �� )�
� �� �*� ���	��� �+
�������� )���� �� �*�  �6E �*� ��'����& '�����
��	�� ������ ��)� ������� �� )�' �� ���	��� �+
����� '�����	�	�& ����	�&E ��)��*	�� �*	�* 	� ��*�� ��	��� 	� � �������� �*�� �*� )�''	�� *��
������� �*��� ������� ��� 	� ����� �+ ��� )���� %*	� ����& 	� '��� �+ � ������ ����& �
�� �	K�����
���� ����E *���
�� �*��� ������� ���) �� �� �&'	����

;�� @����� %�	��	$�� +����� ����#�	�

� �������� )��*�� �+ ���	�� 	���'������ ������� 	� � ���� ��� 	� �*� ����	��	��� ���*�	B�� �+
,����� ����&�	� F,�G� (5� ��� ,� ��� ������& ������� ����	��	��� ���*�	B��� ���* �+ �*	�* ��*	�
�
�� �Æ�	��� ��)'����	�� �+ �*� ���� ��� 	� � �	K����� )������ %*�& ��� ���* �� �����	��� ��
)��*��� �� �/'��	� �*� ���� ��� 	� � �)����� ��)��� �+ �	)���	��� ��� ,� 	� ����� �� ����)'�	���
����� �*� ������ �+ �*� ������&	�� ���� �*����� (5� 	� )���� +����

-� ��� ���� 
	�� (5� �� �� ����)'� �� ��� � �����+��)��	�� +��) �*� ���� ��� �� � ��)'������
����E �*����� 	� ,� �� ��& �� ��� �*� �	���� �����+��)��	�� �*	�* ����� �� +��) � ��� �+ *	����
+������ �� �*� ���� ����  	��� (5� 	� )���� +���E �� )��� �� ����)'�	��� ����� �*� +��) �+ �*�
����:� ��
��	���� )���	/� 8���
�� ,� ���	�� �	�* � �'��	�� )���� �*	�* 	� ������& �������	���
�& ��� '�	�� ��������� �� ����)'�	��� ����� �*� ���� ���� %*� ������� ,� )���� ��� �� �����	���
�& �*� +�����	�� �����	���*	'H

0 L B
 N � F#���G

�*��� 0 	� � 
����� ��'��������	
� �+ �*� ���� ���E 
 	� �*� 
����� �+ +������E B 	� �*� )���	/ �+
+����� ����	��� ��� � 	� �*� 
����� �+ �'��	�� F��	B��G +�������



'��� ��
��� 	

��
	�� �����
 ������
� ���

%*� ����� ����)'�	��� ��	�� 	��� �*� )���� ��� �*��H

� �F
G L 2E D��F
G L� 	��� �*� +������ ��� ;��� )���E �+ �*� ��)� '���� ��� ������������ �	�*
���* ��*���

� �F�G L 2E 5�
F����� G L 2E 
�� +E 	�� �*� �'��	�� +������ ��� ���� ;��� )��� ��� ������������
�	�* ���* ��*��

� 5�
F
 ��G L 2 	��� �*� +������ ��� �'��	�� +������ ��� ������������

"�� ! L �F00� G �� �*� ��
��	���� )���	/ �+ 0 F���	� ����)	�� ;��� )��� ����G� %*�� ! L
aa� N` �*��� ` 	� �*� ��
��	���� )���	/ �+ �*� �'��	�� +������E � ��� �� ` 	� � �	������ )���	/E
�����`���`��� �`��
� ��� �*����� (5� ����)'�� �� �/'��	� ! �	�*��� � �'��	�� )����E ,�
����)'�� �� ��� '���)����� a ��� ` �*	�* �/'��	� ! ��� ���& 	+ ���* )����� ��� �� +���� �	��
� ,����� ����&�	� �� �������+���

.��	)��	��� �+ �*� ,����� ����	�� 	� ������& ���� �& )���� �+ ��� �+ ��� )��*��� ? 6�/	)�)
"	���	*��� .��	)��	�� �� (�	��	'�� ,����� ����&�	� SFT�  	��� (�	��	'�� ,����� ����&�	� 	� � )��*��
�*	�* )�& �� '��+��)�� ��	�� ��� '�������E �*	� 	� �*� )��*�� 	� �*	�* �� �*��� �� 	��������� 	�
�*	� 5*�'����

?���� :�������� 5����� 3���"���

./'���	�� ! L �F00� G E �*��

!�� L
�
�

0��� N`�
�� L /�� N`�

�� F#��
G

	��� �*� 
��	���� �+ �*� ���� ��� ��� �� ������ 	��� ��� '���� �*� ���� �+ �*	�* 	� ����� ��
�*� ��))����	�& ��� 	� �*� 
��	���� �+ �� �*	�* 	� �*���� 
	� �*� +����� ����	��� �	�* �*� ��*��

��	������ %*� ������ 	� �*� �'��	�� �� ��	B�� 
��	���� �����	���� �	�* �*� ��� 	�'���

�� (�	��	'�� ,����� ����&�	� F(,�GE �� 	�	�	�� ���	)��� �+ �*� ��))����	�	�� 	� )���� %*	� 	�
	������� 	��� �*� )�	� �	������ �+ �*� ���� ��
��	���� )���	/ ��� �*�� � (5� 	� '��+��)�� �� �*�
R������� ��������	�� )���	/R� � ��))���& ���� ���	)��� �+ �*� ��))����	�	�� 	� �*� )�/	)�)
�+ �*� �B���� �+ �*� )���	'�� ��������	�� ���Æ�	��� �+ �*� ��� 
��	���� �	�* �
��& ��*�� 
��	�����

-� *�
� '��
	����& S�T ���	
�� � ������ ������� )��*�� �+ '��+��)	�� (�	��	'�� ,����� ����?
&�	��

?���� ��� A���
�� /�������

�� (5� �*� ���*������ ��)'������ ��� �������� 	� �������	�� ����� �+ 	)'������� ��� � ��	B��
�����	�� 	� ����&� '���	���� %*� +����� ����	��� 	� ,� ��� ��� ��	B�� ��� �*��� ��� �	���& ��
�� ��������	�� ����	��� �� )��� �*�� ��� +����� �*�� )�& �� �����	
� �� '��	�	
�� %*	� �+���
)���� �*�� �*� ������� 	� �������� ,� ��� �	Æ���� �� 	����'���� %� �
����)� �*��� '�����)�
	� 	� '���	��� �� '��+��) � �	�	� �����	�� �+ �*� �/�� �+ �*� +����� �'��� ��� �� 	����	+& � )���
�	)'�	��� ��������� 	� �*� ���� �*�� 	� )��� ���	�& 	����'�������� ��� ����?����� )��*�� �+
��*	�
	�� �*	� 	� �*� D��	)�/ �����	�� SFT� %*	� *�� �� 	�� ���	����� �*�� +������ �*���� �� +��)��
�	�* � +�� ����� ����	��� ��� �� )��& ���� ;��� ����	��� �� '���	���E ���)���& ��*	�
�� �& ��
	�����	
� )�/	)	;��	�� �+ � B������	� +����	�� �+ �*� +����� ����	���� �� 	� ����* ���	�� �*�� �*�
D��	)�/ �����	�� �	)� +�� � �'���� ���'���� �� �*� ���� ��� �*	� *�� ������������ �� �� �Æ�	���
+��) ���	��� �� �*� �/'��	)���� '�������� *��� 	� ��� �� ���� �*�� �& ��	�� � D��	)�/ �����	��
�� ��� ��	� )��� ����	�*�+������E 	����'������� ������� �*�� �	�* (5� 	� ������ �'����

?���� )����� :�������� 5����� 3���"���

"�� F L 0�� ����0� �� 		� F	���'������E 	����	����& �	���	�����G ��)'��� ����� +��) � ���� �������
"�� 5 �� �*� ��
��	���� )���	/ �+ �*� ���� ��� ��� ��� �� ����� !� L !�- �*��� �� �	�� ����)�



��� ���	��
 '� ����	�
&
��� ���
�
�� ��
�� ��
��� �������

�*�� - 	� � �	������ )���	/ �+ �*� +��) - L #( � -� ��� �*�� ���	''	�� ��� �*� ��)� �)���� �+

��	���� +��) ���* ���)��� 	� �*� �	������ �+ �*� ��
��	���� )���	/ �+ �*� �����

%*�� �*� �	���
������ �+ �*	� ������� ��
��	���� )���	/E ��E ��� � �	)���	���� 
������ �*	�*
��� +���� �& ���
	��

!��� L 0��� F#���G

�*��� 0� 	� �*� �	���
���� ������'���	�� �� ��� -� �	�� ����)� �*� �	���
����� ��� �	���
������
��� �������� 	� ���?�������	�� ����� �+ �	���
����� ��� ���* �	���
����� 	� �+ �����* �� -� �	��
��� �*� ��)'�� ��
��	���� )���	/ �� �*���* 	� ��� �*� ���� ��
��	���� )���	/ ��� ��

!� � �

�

��
���

0�0
�
� � #( F#���G

%*��

!��� L
�

�

��
���

0�0
�
� �� � #(��

	��� 0��� L
�

�

��
���

0�0
�
� �� � #��

%*��

��
���

0�F0
�
� ��G L �F#N 0�G�� F#��!G

%*�� ���* �	���
����� �	�� 	� �*� �'�� �+ FJ 	��� �*� ��� F L 0�� ����0� +��)� � ���	� ��� +�� �*�
�	���
�������  � ���* �� ��� �� �/'������ ��

�� L
�
�

4��0� F#��$G

��� 	+ �� �	�* �� ��� �*� '�	��	'�� ��)'������ �+ � ��� ���� '�	�� 0 �� '������ 	� �� �*�
�	���
������ '��
	����& +����H �*� ���� '�	��	'�� ��)'����� 	� 0���E �*� ������ 	� 0���E ���� %*���
��� �*� �����	����� �+ 0 	� �*� �	���
����� ���	�� %*��� ��� ���& � �	���
������ F�� )���G ��� ��
�*��� ��� ���& �� � �����	����� 	� �*� ��� �&���)H �� *�
� )����& ������� �*� ���� ����

��� ����	��� '������	�� ��� �+ �*� ���� '�	��� +��) F �� �*� �	���
����� ��J �*��

0���� L 0��
�
�

4��0� L 4��
�
�

0�0� F#���G

��� ��� 7 �� �*� )���	/ �+ ��� '�������� %*�� ��� L 0�0� �
6���	'�&	�� ���* �	��� �+ F#���G �& 0� �� *�
�

0�� !
��� L 0����0�

0�� F
�

�

��
���

0�0
�
� � #(G

�
�

4�
� 0� L 0�

�
�

4�
�0��0�

�

�
��4� � #�4� L 0��4�

��� 	� )�& �� �*��� S�2T �*�� ��� 	�������	�� �����	��� �+ �*	� �B���	�� ��� ���� �����	��� �+

�4� L �F0� N #G4� F#���G

�*��� �����	�� 	� �*�� 4� 	� � '�	��	'�� �	���
����� �+ 7 �	�* �	���
���� 7� L �F0� N #G� ���E 	+

�� *�
� � ����	���� )�''	�� �� � +������ �'���E > E �*�� !� � �
�

��
��� `F0�G`

� F0�G � #( ���
�*� ���
� ����)���� ����	��� �� *����



'��� ��
��� 	

��
	�� �����
 ������
� ��#

���� �*�� �*� �	����	�� �+ ���* �	���
����� 	� �/����& �*� ��)� �� �*� 7(5� �����	�� ��� �*�
������'���	�� �	���
���� 	� �	K������  	��� �� �	�* ��� �� �� �� �+ ��	� �����* �� *�
� �*��

��� �� L

��
�����

4�
�`F0�G

�`F0�G4
�
�

L

��
�����

4�
����4

�
�

L 4��F�4�G

L 7�4��4�

�*��� �� *�
� ���� 4�
� �� �� �*�  �� ���)��� �+ �*� ��� �	���
������

��� 4� ��� F�& ����	�	�� �+ �*� �	���
������ �+ 7G �+ ��	� )���	����� %*���+��� �	��� ��
��B�	�� �*� �	���
������ �� �� ���)��	��� 	� +������ �'���E ,E 	��� ��� �� L �E �� )��� ���)��	�� �*�
�	���
������ �+ 7E 4�E �& �	
	�	�� ���* �& �*� �B���� ���� �+ �*�	� ������'���	�� �	���
�����E 7��
��� ���� ��� �*�� �*��� �	���
����� �����	� ���* � ���) +��) �*� �	���
����� �+ �*� ��
��	����
)���	/ ��� ���� # F��� F#���GG� %*�� �*� D��	)�/ �����	�� )�& *�
� � �	K����� �����	�� �*��
�''�	�� 	� �*� 7(,� �'��� ��)'���� �	�* �*�� +���� 	� �*� 7(5� �'����

8���
�� �*	� ����)'�	�� �+ ��	�� 	� �*� +������ �'��� 	� ���� 	�������	�� �*�� �*� ����)'�	��
�+ ��	�� 	� �*� ���� �'��� �*	�* 	� �*�� �����+��)�� �& '���	�� �*� ��	�� �*����* �*� ����	����	�&
	��� �*� +������ �'���� %*�� �� ��� ����	��� �*� �	����	�� 	� �*	�* �*� 	�'�� ���� �����	�� �*�
��	�� ��� �*� ����	���� +����	��E `FG ���� �� ���* �	���� ��� ��	��� %*��� ���)� �� �� �� �����	�
�����	�� �� �*	� ��� �� �� )��� ����	��� �*� �K��� �+ �*� ��	�� �*����* �	K����� +����	����

� 5���	��� �*� +������ �'��� �+ ��� )���)	��� �+ ������ 
 �� ��� �	)���	���� ����� 	���

`F0G L `FF��� ��GG L F���� ����� �
�
�G F#��#G

%*�� 	+ ��� )���� 	� ���* �*�� F��� ��G L F��� N #�� �
�
� N #�GE �*��

`F0G L FF��� N #�G
�� F��� N #�GF�

�
� N #�G� F�

�
� N #�G

�G F#�
2G

�*	�*E +�� ;��� )��� ��	��E *�� �/'�����	��

`F0G L FF��� G
� N #�� ��� �

�
� � F�

�
� G

� N #�G F#�
�G

 � �*� ��	�� 	� �*	� �'��� ���� ��� ���	�+& �*� ����	�	���E

!� � �

�

��
���

`F0�G`
� F0�G� #(

� 5���	��� �*� �'��� +��)�� +��) �*� 0����	�� +����	��H ��� �*��� 	� �� ����� ����	����
+����	�� ��� �� )�& ����	��� �*� ������ )���	/ �	�����&

��� L `F0��0�G L �/'F�F0� � 0�G�G%G
L �/'F�F0�� N #� � 0�� � #�G

�G%G

�*��� �� *�
� ���� #� ��� #� �� 
������ �+ ��	��� %*�� �*	�� 	� 	� ���� �*�� �*� �/'�����

���� �+ �*	� 	� �	
�� �&

��� L ���F�F0�� � 0�� G�G%G F#�

G

�*	� 	� ���� ���& �+ �*� �/'�����	��� 5���	���	�� �*	� �� � ���� '�	�� �& ���� '�	�� ���	�E

�/'F�F0�� N #� � 0�� � #�G
�G%G �L ���F�F0�� � 0�� G�G%G F#�
�G

��*�� �*�� �*� �'��	�� ���� �*�� � L +� %*�� �� *�
� �� 	�������	�� ������& �� ��������	��
��� � ��))�� ���) +��) �*� ! ��
��	���� )���	/H �*� 7 )���	/ 	� ���& ���������& �������
����� 	�� )�	� �	�������



��2 ���	��
 '� ����	�
&
��� ���
�
�� ��
�� ��
��� �������

,	���� #��H %*� ���� �	���
������ +���� �& 7����� (�	��	'�� 5�)'����� ����&�	� �� �*� ���� ���
�*����



'��� ��
��� 	

��
	�� �����
 ������
� ���

,	���� #�
H %*� �	����	��� +���� �& 7����� (�	��	'�� ,����� ����&�	�� -� )�& ��)'��� �*	� �	�*
,	���� #���



��
 ���	��
 '� ����	�
&
��� ���
�
�� ��
�� ��
��� �������

?���# -�
��������

-� ���� ������ ���	��	�� ���� 	� �*� +��) �+ ��� ��	�& ���� �+ � �	���� %*� ������ +���� �& 7(5�
��� �*��� 	� ,	���� #�� �*	�� �*��� +���� �& 7(,� ��� �*��� 	� ,	���� #�
 J �*� ,� ������� ����
��*	�
�� �+��� � D��	)�/ �����	��� -� ��� �*�� �*� ������� +��) 7(,� ��� )��� �	�*��& ������
F)��� �����G �*�� �*��� +��) 7(5� ��� �*�� 	� ������������ �� ��� �+ �*� ��� ���� �� ��� �	)��

;�� @����� ./$�������# %������	�� %����	�

?�#�� 
���������" :��1������ :������

./'�������& (������	�� (����	� ����)'�� �� '������ �*� ���� ���� � ��� �	)���	���� ����'���
	� ����� �� ���� +�� ��������� 	� �*� '������	��� 8���
�� ��� ��� '������	��� ��
��� �*� ����:�
��������� �B����& ����J �� �� ����� �� 	���/ �*�� )������� *�� Q	�������	��R � �	
�� '������	��
	�E ��� �*�� ��'������ �*� ���� 	� ���)� �+ �*� '������	��� �*�� ��� )�/	)���& 	�������	���

,�	��)�� SFT ����� �*�� �*�� �����	����� �� 	�������	�� �	����	�� 	� )��� �	Æ���� �� �����
�*�� �*�� �����	����� �� ��	�������	�� �	����	��� %*� 	��� �+ Q	�������	������R 	� ������& ������
	� �����	�� �� �*� �+�?B����� �����
��	�� �+ 1	����	� ��� ,����)��FSFTG �*�� )��� '������	���
�*����* )��� )���	?�	)���	���� ���� ��� ��)��� 0����	��� %*	� ����� ������� �*�� 	+ �� �	�*
�� 	����	+& Q	�������	��R +������� 	� ����E �� �*���� ���� +�� �*��� '������	��� �*	�* ��� �� ���?
0����	�� �� '���	����

%*�� �� ��B�	�� � )��*�� +�� )�
	�� � ����� F� ��	�*� 
�����G �� �*�� 	� ���� �	���� ��)?
�	���	��� �+ �*� ���� ��� �*	�* ��� �� ���?0����	�� �� '���	����  �)� '���	��� )������� �+
���?0����	��	�& �	� 	� �*� *	�*�� ����� ����	��	�� �+ �*� ����H +�� �/�)'��E �*� �*	�� )�)���
)������� �������� 	� � ���� ��� �*	�� �*� +����* )������� �*� 
���)� �+ �*� �	���	���	�� +����
	� �*� ��	�� �+ �*� �	���	���	���  	��� �� ��� ��� 	��������� 	� �*� )��� �� �*� 
��	���� �+ �*�
�	���	���	�� F��� 0����	�� 	� �� ��	�������	�� �� ��& ��*�� 0����	��G �� �'*��� F�� �*	���G �*�
���� �� ��)�
� �*� ���� ��� ������ )�)����J �� ��� ��
	���� �*	� �� ��������	�� �*� ���� �	�� 	��
)��� 	� �
�� �*� ��	�	� ��� �B���;	�� 	� �� ����	�� ��� �*� ���� 	� ���* �	����	�� �	�� 	� *�� �B���
�'���� 	� ���* �	����	��� �� 	� �*�� �	�* �*	� �'*���� ���� �*�� �� ���� +�� 	�������	�� ������� -�
*�
� '��
	����& �	
�� � ������ 	)'��)�����	�� �+ ./'�������& (������	�� (����	� S�T�

?�#�� )����� 
���������" :��1������ :������

S�
T *�
� 	��������� �*� ���) 7����� (������	�� (����	�H �*�& ����� �*�� ���*�� �*�� ���	�� �*�

�����E "� �*	�* )�/	)	��� �*� 
��	���� �+ �*� '������	��� 	� +������ �'���

"� L ���)�/
	�0

�

3

��
���

F"�`F0�GG
� F#�
�G

�� )�& �*���� ��& ��*�� +����	�� �+ �*� '������	�� �� )�/	)	��� %*�� �� )�& �*����

"� L ���)�/
	�0

�

3

��
���

.F"�`F0�GG F#�
!G

�*��� .F�G )�& �� � *	�*�� '���� �� 	����� �� ��� ��� )��� ������� +����	��� �+ ��� 
��	����
'������	��� �� �*�� �� *�
�

"� L ���)�/
	�0

HF�"�`F0�G�"�`F0�G� ����"�`F0�G
G F#�
$G

�*��� HF�G )�& ��� �� ��& +����	�� �	�* � ��	�� )�/	)�)� 8���
��E �*��� 	� �� ������	�& ��
��'��	�	�& �*�� ��	�� �*�� �	���� �'����	�� �� '��+��) �'*��	�� �+ �*� ���� �*	�* �*� .(( )��*��
��)����� %*���+��� �� '��+��) � ���?����� �'����	�� ���� �� �� ����� 	+ �� ���� �'����	�� 	�
���� �'����



'��� �����
��� ��

����
�� ������
� ���

%*� �'����	�� �+ 7(5� �	
�� �� '�	��	'�� ��)'������ 	� +������ �'����  	��� �� ��� ������&
������	�� �*��� 7������E ��� �*�� 	� ��B�	��� +�� �'*��	�� 	� �� �	
	�� ���* '������	�� �& �*� �B����
���� �+ 	�� �	���
���� ��� �� *�
� � ��� �+ �����	����� 	� +������ �'��� �*	�* 	� �'*����� ��� ��
)�& �*���� ��& )��*�� �� �����* +�� *	�*�� ����� ��������� 	� +������ �'���� -� �*���� �� ��� �
������ )��*�� �*	�* �� *�
� ������& �*��� �� '��+��) .(( �� �'*���� ���� 	� ���� �'��� S�T�
"�� <� �� �*� '������	�� �+ �*� ���� '�	�� 0� ���� +������ �'��� �+��� �*� �'*��	�� *�� ���� ����	��
���� ��� < 	� +�� +������ �*����* ��	�*��E -E �� ���'�� ������� �� �	
� � 
������ ��� �*�
���	
��	�� 	� '����� ���� �� �*� ��	�	���	�� ; 
����� �� 	�*	�	�	�� ��� �*�� � ���?�	���� +����	��
�+ �*� 	�'��� 	� ����������H

�� L
�
�

���:�

:� � :� � �����

�� L ���/F��G

��� �*�� �*� ��� ��	�*�� ��� ���������� ��	�� �	)'�� 8���	�� �����	��

Y��� L ?:���

���� �� �*	� ����� �*� �'����	�� �+ ��� �����	�*) 	� 	����	��� �� �*�� ���� '��
	����& 	� ���� �'����
������� �� ��� ��	�� �*� �'*���� '������	��� ���� �*� �	���
������E 	� 	� 	�����
��� �� �� �*��*��
�*��� �	���
������ ��� �	���
������ 	� �*� ���� �'��� �� �	���
������ 	� �*� F����	����G +������
�'����

?�#�� -�
��������

-� ��� �*� ��	� ���� ��� �� ��)'��� 7(5� F,	���� #��G ��� 7.(( F,	���� #��G� ,	���� #�� �*���
�*� '������	�� �+ �*� 	�	� ���� ��� �� �*� ���� ��� '�	��	'�� ��)'����� �	����	��� +���� �& 7�����
(5�� -� ��� ��� �*�� ��� ������� *�� ���� ������& +���� ��� �*� ��*�� ��� �������� ��� 
��&
	������	���� �� ,	���� #�� �� ��� �*� '������	��� �+ �*� ��)� ���� ��� ���� �*� ������ �+ �*� ����
��� ./'�������& (������	�� (����	� �	����	���� ��� ������� *�� ���� �'�	� +��) �*� ��*�� ��� ���
	� ���	�	��E �*� ��'����	�� ������� �*� ������ ��� �*	�� �������� 	� 
��& )��* ������� �*�� �	�*
7(5�� �� 	� ����* ���	�� �*�� �*	� ������ ��� +���� �	�* ����� ��'�����	�	�& �*	�* 	� ���*�� ���	��
)��& .(( )��*��� ����	�� 	� ���� �'���� -� ��B�	�� )��� 	�
���	���	�� �+ �*	� +�������

;�� -����	��� -�������	�� ����#�	�

5����	��� 5�������	�� ����&�	� 	� � ����	��	��� ���*�	B�� ���� �*�� �� *�
� ��� ���� ���� �*	�*
�� ���	�
� *�
� ��)� ������&	�� ��������	��� 5���	��� ��� ���� �+ 	�'�� ����J 0� ��� 0�� %*�� 	�
�����	��� 55�E �� ����)'� �� ��� �*�� �	���� ��)�	���	�� �+ �*� 
��	����� �*	�* �	
� �� )�/	)�)
��������	�� ������� �*� ��)�	���	���� "��

�� L 1�0� L
�
�

������

�� L 1�0� L
�
�

������

�*��� �� *�
� ���� 0�� �� �*� +
�� ���)��� �+ 0��

%*�� �� �	�* �� ��� �*��� 
����� �+ 1� ��� 1� �*	�* )�/	)	�� �*� ��������	�� ������� ��
��� ��� �+ �*� �����	�� ������� �� ��� �� 	� ���	�
� �� �� ������E �� )�& 
	�� �*� '������ �� ���
�+ ���	�� �*� ���� '���	���� �+ �*� ��� 0� �& �*� ��� 0� ��� �	)	����& �+ ���	�� �*� ���� '���	������
��	���	�� 	� �*� ��� 0� +��) �*� ��� 0� ���� ����



��� ���	��
 '� ����	�
&
��� ���
�
�� ��
�� ��
��� �������

−8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
−8

−6

−4

−2

0

2

4

6

,	���� #��H %*� '������	��� �� �*� ���� ��� ������ '�	��	'�� ��)'����� �	����	��� �+ �*� 	�	� ����
���J ��� ������� *�� ������& ���� 	����	��� ��� �*� ��*�� ��� ��� 
��& 	������	����



'��� �����
��� ��

����
�� ������
� ��!

−8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8
−8

−6

−4

−2

0

2

4

6

8

,	���� #��H %*� '������	��� �+ �*� ���� ��� ������ �/'�������& '������	�� '����	� �	����	��� �+ �*�
	�	� ���� ���J ��� ������� *�� ������& ���� 	����	��� ��� �*� ������ ��� �*	�� �������� *�
� ����
'���	���& ��'�������



��$ ���	��
 '� ����	�
&
��� ���
�
�� ��
�� ��
��� �������

%*�� �*� �������� ����	��	��� )��*�� F��� SFTG �	�� 	� ����	��

[�� L ��F0� � #�GF0� � #�G
� 


[�� L ��F0� � #�GF0� � #�G
� 


[�� L ��F0� � #�GF0� � #�G
� 


��� � L [
� �

�

�� [��[
� �

�

�� F#�
�G

�*��� % ������� �*� �����'��� �+ � 
������ -� �*�� '��+��) �  	������ D���� 1���)'��	�	�� �+
7 �� ���

� L F4�� 4�� ���� 4�G-F?�� ?�� ���� ?�G
� F#�
�G

�*��� 4� ��� ?� ��� �*� ��������	��� �	���
������ �+ ��� ��� ��� ���'���	
��& ��� 1 	� �*�
�	������ )���	/ �+ �	���
������

%*�� �*� ���� �����	��� ��������	�� 
������ F�*��� �*	�* �	
� �������� ��������	��G ��� �	
��
�&

1� L [
� �

�

�� 4� F#�
#G

1� L [
� �

�

�� ?� F#��2G

�	�* �����B���� �����	��� ��������	�� 
������ ������ 	� ���)� �+ �*� �����B���� �	���
������E 4�

��� ?��

?�&�� )����� %�������� %���������� 3���"���

5���	��� )�''	�� �*� 	�'�� ���� �� � *	�* �	)���	���� F'��*�'� 	���	�� �	)���	����G +������
�'���E > � ���E

[�� L ��F`F0�G� #�GF`F0�G� #�G
� 


[�� L ��F`F0�G� #�GF`F0�G� #�G
� 


[�� L ��F`F0�G� #�GF`F0�G� #�G
� 


�*��� ��� #� L �F`F0�GG +�� � L �� 
� "�� �� ����)� +�� �*� )�)��� �*�� �*� ���� *�� ����
������� 	� +������ �'��� F�� �������& �	�� ��� �*� ��)� ��	�� �� S�2T �� ������ �*� ���� �����G� %*��
�� �����

[�� L ��`F0�G`F0�G� 

[�� L ��`F0�G`F0�G� 

[�� L ��`F0�G`F0�G� 


��� �� �	�* �� ��� �*��� 
����� 1� ��� 1� �*	�* �	�� )�/	)	�� 1�
� [��1� ������� �� �*� ���?

����	��� 1�
� [��1� L � ��� 1�

� [��1� L ��
�� '����	�� �� �	�� �''��/	)��� [�� �	�*

�
�

�
�`F0��G`F0��GE �*� ��)'�� �
������

�� �*	� ����� �� ��� ��� �*� �	)	���	�& �	�* ��� ����	���� 55�H 	+ �� ����	��� �� 	�������?
����� *	��?��	)�	�� �����	�*)E �� ����� ���	
� '���	���& ��� �"55� �����	�*) +�� �*� '���	�����
����	����	�& 	�
��
���

���1� ���1� �/	�� 	� �*� +������ �'��� �*	�* 	� �'����� �& �`F0��G�`F0��G� ����`F0��G�`F0��G� ����`F0��G

��� �*���+��� ��� �� �/'������ ��

1� L

��
���

4��`F0��G N

��
���

4��`F0��G

1� L

��
���

?��`F0��G N

��
���

?��`F0��G



'��� �����
��� ��

����
�� ������
� ���

-	�* ��)� ����� �+ �*� �����	�� �� �	�� ��� 0� �� �� �*� ��� 	������� +��) �*� ��� �+ ���� 	���
+��) �	�*�� �*� ��� �+ 
����� �+ 0� �� +��) �*��� �+ 0� ��� ��	��

1� L
���
���

4�`F0�G

1� L
���
���

?�`F0�G

%*���+��� �����	���	�� �*	� 	� �*� ��	���	� �� �	�* �� �'�	)	��E �� ���

F1�
� [��1�G L

�

�

�
���

4��`
� F0�G`F0��G

�
%

?%`
� F0��G`F0%G F#���G

�*��� �*� ��)� �
�� � ��� �� ��� �*� ��)'�� )���� �
�� �*� ���� ����  	)	����& �	�* �*� �������	���
��� ��

1�
� [��1� L

�

�

�
���

4��`
� F0�G`F0��G�

�
%

4%`
� F0��G`F0%G

1�
� [��1� L

�

�

�
���

?��`
� F0�G`F0��G�

�
%

?%`
� F0��G`F0%G

A�	�� F��G�� L `� F0�G`F0��G ��� F��G�� L `� F0�G`F0��G �� �*�� *�
� �*�� �� ��B�	�� �� )�/?
	)	�� 4����

�
� ? ������� �� �*� �������	��� 4����

�
� 4 L � ��� ?����

�
� ? L �� %*���+��� 	+ ��

����� [�� L ���
�
� E [�� L ���

�
� ��� [�� L ���

�
� �� ���
� �*� '�����) 	� �*� ����� ��&H �&

+��)	�� )���	/ � L [
� �

�

�� [��[
� �

�

�� ��� '��+��)	�� � �	������ 
���� ����)'��	�	�� �� 	� �� ��+���
�� ���

� L F7�� 7�� ���� 7�G-F8�� 8�� ���� 8�G
� F#��
G

�*��� 7� ��� 8� ��� ���	� �*� ��������	��� �	���
������ �+ ��� ��� ��� ���'���	
��& ��� 1 	�
�*� �	������ )���	/ �+ �	���
����� �

%*�� �*� ���� �����	��� ��������	�� 
������ 	� +������ �'��� ��� �	
�� �&

4� L [
� �

�

�� 7� F#���G

?� L [
� �

�

�� 8� F#���G

�	�* �����B���� �����	��� ��������	�� 
������ ������ 	� ���)� �+ �*� �����B���� �	���
������E 7�
��� 8��

��� +�� ��& ��� 
����� 0�E �� )�& ���������

1��`F0�G L
�
�

4�`F0�G`F0�G L
�
�

4���F0��0�G F#��!G

�*	�* �*�� ��B�	��� �� �� �������� �� ��+���� -� ��� �*�� �� ��� ���	� '��+��)	�� � ��� '������
	� +������ �'��� F	� 	� �������& ���������� 	� �*� ����'��� +��)�� +��) '������	��� �+ 0�G�

%*� �'�	)�� ��	�*� 
������ ��� 
������ 	� � +������ �'��� �*	�* �� )�& ��
�� �����)	��� -�
��� �	)'�& ��	�� �� ��������� �*� �''��'�	��� )���	��� ��	�� �*� ������ ��	�� ? ���� �� )�& ���
0����	�� ������� �� �*��

��F0���0��G L ���F�F0�� � 0��G�G F#��$G

�*	�* �	
�� �� � )���� �+ ��������	�� ��� �	�*��� �
�� *�
	�� *�� �� ��������� `F0��G �� `F0��G
�/'�	�	��&�

����� ������������ �� ���������	 ��� ��� ����	���� ������	� ���	��	� �#$#%" &�'�#



��� ���	��
 '� ����	�
&
��� ���
�
�� ��
�� ��
��� �������

−2 0 2

−1

0

1

2

Correlation=0.997

−2 0 2

−1

0

1

2

Correlation=0.992

−2 0 2

−1

0

1

2

Correlation=0.936

−2 0 2

−1

0

1

2

Correlation=0.885

−2 0 2

−1

0

1

2

Correlation=0.651

−2 0 2

−1

0

1

2

Correlation=0.217

−2 0 2

−1

0

1

2

Correlation=0.117

−2 0 2

−1

0

1

2

Correlation=0.037

−2 0 2

−1

0

1

2

Correlation=0.016

−2 0 2

−1

0

1

2

Correlation=0.011

−2 0 2

−1

0

1

2

Correlation=0.003

−2 0 2

−1

0

1

2

Correlation=0.002

Contours of equal correlation projected onto the line data’s eigenvectors

,	���� #�!H %*� �������� �+ �B��� ��������	�� �*�� '�������� ���� �*� ���� ����
� ��� �	����	���
�+ �*� ���� ���� ��� F�*� �	���� ����G

?�&�� -�
��������

-� *�
� '��
	����& S!T ������ � ������ 	)'��)�����	�� �+ 55� �� ���	��	�� ���� ��)'�	�	�� �
�	�� ��� � �	����� %*� ���� �	���� ��������	�� �+ �*� ���� ��� ��� 2�$
� �*	�� �*� ����	���� ������
)��*�� ��� ���� �� ��� � ��������	�� �+ 2��$!� -� �*�� 	� ,	����� #�! ��� #�$ ��� �	)����	��� �	�*
��	�& 
���	��� �+ �*� ����H �*� ���� �*��� �*� �������� �+ �*� ���� ����
� �	����	��� �+ )�/	)�)
��������	�� �+ �*� �	���� ����J �*� ������ �*��� �*� �������� �+ )�/	)�) ��������	�� �+ �*� �	��
����� -� ��� ���� �*�� �� *�
� )��� �*�� ��� ���?;��� ��������	�� '������	��� �*	�* 	� 	)'���	���
�	�* � �	���� )��*��� -� ���� ��� �*�� �� ��� ��*	�
� ��)������& *	�* ��������	��� �	�* �*	� ����
����

-� *�
� �� �� � �	���� ����+�� �	�* �*��� ������� �	��� 	� 	� '��+����& '���	��� �� ������ '��+���
��������	��� ��	�� ���	�� ������� �& �	)'�& ����	�� �*� �	��* �+ �*��� ������� �� �U (��*�'� �
������ �/�)'�� 	� �*��� 	� ,	���� #�� 	� �*	�* �� �*�� �*� ������� �+ �*	� ���*�	B�� �� � ���
�+ ���� �	������� 	� FSFTE'
#2GJ 	� ��)'�	��� �� ��������: )���� �� ! )����� �/�)�� %*� �/�)
������� ��� �� '���	�	���� 	��� ��� ���� ����H ��� �/�)� ���� �	
�� �� ����� ���� �/�)� F5G �*	��



'��� �����
��� ��

����
�� ������
� ��#

−2 0 2

−1

0

1

2

Correlation=0.994

−2 0 2

−1

0

1

2

Correlation=0.989

−2 0 2

−1

0

1

2

Correlation=0.966

−2 0 2

−1

0

1

2

Correlation=0.926

−2 0 2

−1

0

1

2

Correlation=0.691

−2 0 2

−1

0

1

2

Correlation=0.444

−2 0 2

−1

0

1

2

Correlation=0.217

−2 0 2

−1

0

1

2

Correlation=0.090

−2 0 2

−1

0

1

2

Correlation=0.055

−2 0 2

−1

0

1

2

Correlation=0.023

−2 0 2

−1

0

1

2

Correlation=0.011

−2 0 2

−1

0

1

2

Correlation=0.002

Contours of equal correlation when projected onto the  circle data’s eigenvectors

,	���� #�$H %*� �������� �+ �B��� ��������	�� �*�� '�������� ���� �*� ���� ����
� ��� �	����	���
�+ �*� ������ ���� ��� F�*� �	�� ����G



�#2 ���	��
 '� ����	�
&
��� ���
�
�� ��
�� ��
��� �������

0 50 100
0

20

40

60

80

100

Correlation=0.761

0 50 100
0

20

40

60

80

100

Correlation=0.761

0 50 100
0

20

40

60

80

100

Correlation=0.065

0 50 100
0

20

40

60

80

100

Correlation=0.065

0 50 100
0

20

40

60

80

100

Correlation=0.000

0 50 100
0

20

40

60

80

100

Correlation=0.000

  

,	���� #��H %*� ������ �����	��� ��������	�� �	����	��� +���� ��	�� ���	�� �������� %*� �������
�	��� ��� �	��� �+ �B��� ��������	��� .��* '�	� �+ �	����)� �*��� �*� �B��� ��������	�� ��������
+��) �*� '���'���	
� �+ ��� �+ �*� ���� �����

�*� ��*�� �*��� ���� �'���� ���� �/�)� F�G� %*� �/�)� ���� �� �*� �������� �+ 6��*��	��F5GE
D������F5GE �������F�GE ����&�	�F�GE ���  ���	��	��F�G� -� �*�� �'�	� �*� �
� 
��	����� F�/�)
)����G 	��� ��� ����?�*� ������?���� �/�)� F���� ���G ��� �*� �'����?���� �/�)� F���� ���� ���G�
��� '���	��� B����	�& �+ 	������� *��� 	� *�� *	�*�& � �������:� ��	�	�& �� ������?���� �/�)� 	�
���������� �	�* *	� ��	�	�& �� �'��?���� �/�)�� ��������	
��&E ��� )	�*� ��& �� ��� �*� �'��?����
�/�) ������� �� '���	�� �*� ������?���� ������� F�� 
	�� 
����G�

%*� ������� 	� ,	���� #�� ��� ������& 
��& ���� ��� ��)� �	�* ��� ��
����H

�� %*� )��*�� ��B�	��� � ��� '������ ������� )�)���� �+ �*� ���� ��� 0� ��� 0� ��� �*���+���
�*� 
������ )��� �� �+ �*� ��)� �����*� %*���+��� 	� �*� �/�) ����E �� )��� �	����� ���
��� �+ �/�) )�����


� %*� )��*�� ��B�	��� � )���	/ 	�
���	�� ��� �*� ���� ���� )�& �� ���* �*�� ��� ���� '�	��
)�& �� ��'����� F�� ��)���G ����	�� �� � �	������	�& �� ����& ����	�	���� )���	���� ���
�����	�� 	� �� ��� ��	�� �� �*� ���� ���J �*	� 	� �K���	
� 	� �*� �/�) ���� ���E 	� � �	��
�����	�� 	+ �� ���� �� ����	��� �	����	��� 	�+��)��	�� '��������� ��� ���� ��� ����&� �����



'��� �������
�� �#�

�� ��������	
� 	� �� ��� #( E �*��� ( 	� �*� 	����	�& )���	/ �� [�� ��� [�� ? � )��*�� �*	�*
��� ���� ���� 	� SFT� %*	� �	
�� ������ ��� ���	���� �����	����

;�! -������	��

-� *�
� ��
	���� �*� ���*�	B�� �+ 7����� (�	��	'�� 5�)'����� ����&�	� ��� �/������ �*� ��� �+
������� �� �*��� ��*�� )��*��� �+ ����'��
	��� 	�
���	���	�� �+ ��������� 	� ����H

�� (�	��	'�� ,����� ����&�	�


� ./'�������& (������	�� (����	�

�� 5����	��� 5�������	�� ����&�	�

.��* �+ �*��� )��*��� )�& �� �/'������ 	� ���)� �+ � ��� '������� -� *�
� �����	���� ���
�/�)'��� �� �	)����	��� ��	�� 0����	�� ������� ��� �*��� ��� )��& ��*�� '���	��� ������� F���*
���	�� ��� ��*���	��G� �� 	� �� �'�� �������* B����	�� �� �� �*	�* ������ 	� �'�	)�� 	� �	K�����
�	����	����



�#
 ���	��
 '� ����	�
&
��� ���
�
�� ��
�� ��
��� �������



!�� ��������

S�T 1� 5*����� ��� 5� ,&+�� 6�����	�� )���	'�� ����� ��������� ��	�� ����	����	�� �������	����
)���
��* +
�������
� �� )����� ,�	���	E �##��

S
T � 5*�	��	��	 ��� 4  *���?%�&���� �� -���
�����
� �
 ,���
�� .���
� /������	 ��� 
����
������(��	�� �������� ����
�	� 5�)��	��� A�	
���	�& (����E 
222�

S�T 5� ,&+� ��� 9� �������&� ���?�	���� ���� ��������� �/�����	�� ��	�� �	)'�� *���	�� ���������
��
�
����� +���������	E �
F$GH!��_!��E �##!�

S�T  � 6	��E ��  �*����'+E ��  )���E 7�?9� 6�����E 6�  �*��;E ��� 0� 9����*� 7����� '�� ���
��?��	�	�� 	� +������ �'����� �� �������	 �� )����� 0�
��		��� ,�	���	� &&E �###�

S!T (�"�"�	 ��� 5� ,&+�� � ������ ������� 	)'��)�����	�� �+ �����	��� ��������	�� ����&�	��
)����� )���
��	E �
F�2GH��#�_��#�E 1��� �###�

S$T  � 9�)�*��	E  � 0���E ��� �� (������� � )���	?
	�� ����	���� ���	
� �*�'� )���� ��	��
������ '��� �� �/.+11E �###�

S�T ��  �*����'+E  � 6	��E 5� ������E (� 7�	���*E 7�?9� 6�����E 0� 9����*E ��� �� 4�  )���� ��'��
�'��� 
� +������ �'��� 	� ������?����� )��*���� -""" #���	����
�	 
� )����� )���
��	E
�2H�222_�2��E �###�

S�T ��  �*����'+E  � 6	��E ��  )���E 0� 9����*E ��� 7�?9� 6������ 7����� '�� '������ ����������?
�	�� 
	� �''��/	)��� '��?	)����� �� "� �	������� 6� ����� 9� C	�)��E ��	���E 0�
�������	 
�
2�� -��������
��� +
�������� 
� ��������� )����� )���
��	E '���� ���_�!
�  '�	���� D�����E
�##��

S#T ��  �*����'+E ��  )���E ��� 7�?9� 6������ ����	���� ��)'����� ����&�	� �� � ������ �	���?

���� '�����)� %��*�	��� 9�'��� ��E 6�/ (����� ����	��� +�� �	����	��*� 7&������	�E 1��
�##$�

S�2T ��  �*����'+E ��  )���E ��� 7�?9� 6������ ����	���� ��)'����� ����&�	� �� � ������ �	���?

���� '�����)� )����� +
�������
�E �2H�
##_���#E �##��

S��T ��  �*����'+E ��  )���E ��� 7�?9� 6������ ,���
�� .���
� /������	E �*�'��� 7����� (�	��	'��
5�)'����� ����&�	�E '���� �
�_��2� �###�

S�
T �� 4�  )���E �� "� 6�������	��E ��� �  �*����'+�  '���� ������ +������ ����&�	�� %��*�	���
9�'��� ##?2�E A�	
���	�& �+ -	����	� 6��	���E �###�

S��T �� 4�  )���E  � 6	��E ��  �*����'+E ��� 9� 5� -	��	�)���� 9������	;�� '�	��	'�� )��	+������
/������ 3�������E '���� �_
�E 
222� F���)	����G�

S��T �� 4�  )��� ��� ��  �*����'+� � �����	�� �� ��''��� 
����� �������	��� %��*�	��� 9�'���
�5
?%9?�##�?2�2E �����5�"%
 %��*�	��� 9�'���  ��	��E ���� �##��

S�!T 9� 4� D�������	� "�B�H �� 	����	�� '�	�� ���� +�� B������	� '�����))	��� %��*�	��� 9�'���
 �9?#�?�!E (�	������ A�	
���	�&E  �'�� �##��

�#�



�#� �
��
��
�	��

S�$T D D�'�	�� #�� ������ 
� 	����	����� �������� ���
���  '�	���� D�����E ��� <���E �##!�



�������� �

������ � �����

��� ?������

-� ��� �*�� � ���?�	)���	���� 
����� � L

�
��
��

�
	� �*� F/E&G?'���� �� 	� ,	���� ���� -� ���

��	�� �*	� �� � L F��� ��G
� �*��� �*� % ������ +�� �*� �����'��� �+ �*� 
�����F��� �����G� %*	�

�&���) ��� �� �/������ ��

� �1 
������ �� �*�� � L F��� ��� ��G
� �*��� �� ��� �� �*���*� �� �� �*� '������	�� �+ �*�


����� �� �*� ;?�/	��

� �1 
������ �� �*�� � L F��� ��� ��� ��G
� � ��� 	� 	� �	Æ���� �� 
	����	�� ��

� �?�	)���	���� 
������ � L F��� ��� ���� ��G
� � ��� �� ��� ��� 
	����	�� �*� 
������U

3���� -�
� 	�������� 0������

�� 
1E �*� 
����� � L F��� ��G
� ��� �*� 
����� 
� L F
��� 
��G

� ��� '������� ? ��� �*� ������

����� 	� ��	�� �*� �����* �+ �*� ����� �� �������E �*� 
����� � L F��� ��� � � � � ��G� ��� �*� 
�����
 � L F ���  ��� � � � �  ��G� ��� '��������

3���� 3		����� �! 0������

�+ � L F��� ��G
� ��� � L F��� ��G

� �*�� �� )�& ��	�� �N � L F�� N ��� �� N ��G
� � �� �������E 	+

� L F��� ��� ���� ��G
� ���

� L F��� ��� ���� ��G
� �*��

�N � L F�� N ��� �� N ��� ���� �� N ��G
�

a1

a2

x

y The vector a

,	���� ���H � ��� �	)���	���� 
�����

�#!



�#$ �		���
� �� �
���
 �����
�

3���� ������ �! � 0�����

�� ��� �	)���	��� �� ���� �*�� �*� �����* �+ �*� 
�����E � ��� �� +���� �&

��� L
�
��� N ��� F���G

%*	� 	� �/�������� ��

��� L
�
��� N ��� N ��� 	� � �	)���	���

��� L
�
��� N ��� N � � �N ��� 	� � �	)���	���

%� �����(
�� � 
����� F	��� �� �	
� 	� �����* � ��� ���' 	�� �	����	�� ���*�����GE �	
	�� �& 	��
�����* �� �	
� 


�
� � �� ��� �����E &�� �	�� �+��� )��� � � �� %*	� 	� 	����	��� �� ����

3���# ��� -����� :��	��� �! � A������

�� 
1 �*� ������ '������ �+ ��� 
������E � ��� � 	� �	
�� �&

��� L ����� N ����� F��
G

%*	� ��� �� �/������ �� �?�	)���	���� 
������ ��

��� L ����� N ����� N ����� F���G

���E 	� �������E
��� L ����� N ����� N � � �N ����� F���G

%*� ������ '������ �+ � ��� � ��� �� 
	���� �� �*� '������	�� �+ � ���� ��

3���& ��� 	�������� ���,��� � 0������

�� 
1 �*� �	����	�� ������� ��� 
������E � ��� � 	� �	
�� �&

��� 8 L
���

�������
L

����� N ����� N � � �N ������
��� N ��� N � � �N ����

�
��� N ��� N � � �N ���

3���( ������ �����	����

5���	��� 
����� � L F�� �G� E � L F����G� E ��� 	 L F!� �G� E �*�� �� ��� ��	��
	 L 
�
! � N 
��! �
-� ��& �*�� 	 	� � �	���� ��)�	���	�� �+ � ��� � �� �*�� �*� ��� �+ 
������ �E � ��� 	 ��� 	� �*�
�'��� �'����� �&� ��� �� -� ���� � ��� � �*� ���	� �+ �*� �'��� ���� �� �*� @?�/	� ��� �*� <?�/	�
��� �*� ���	� �+ �*� ����� 5�����	�� '����� ������ �� ��� ���� �*�� �*� ��	� 
������ F�� 2G� ���
F2� �G� 	� �*��� �	����	��� 	� �*� ����� ���	� �+ �*�� '�����

�+ �� *�
� � ��� �+ 
������ �*	�* ������ �� �*��� �� *�
� �*� '��'���& �*�� ��� �+ �*�) 	�
� �	���� ��)�	���	�� �+ �*� ��*���E �*� ��� 	� ��	� �� �/*	�	� �	���� 	���'��������  ��* � ��� ���
����&� +��) � ���	� �+ �*� �'��� 	� �*	�* �*� 
������ �	��

3���* ������ ���,����

-� �+��� ����	��� � ��	�*� 
����� 1 ��� � ��� �+ 	�'��� 0 ��� ��� 	��������� 	� �*� ��	�*��� ��)
�+ �*� 	�'���

�
� L
�
�

����� L 1
�0 L 1�0 F��!G



���� ���

��� �#�

��� 4���	���

� )���	/ 	� �� ����& F�+ ��)����G ���* ��

� L

�
� 
 ��! � 2��


 ��
 � #
# 2�$ !�## �

�
� F��$G

3���� ���������

%*� �����'��� �+ � )���	/E �E 	� �*�� )���	/ �*��� ����)�� ��� �*� ���� �+ �*� ��	�	��� )���	/
��� 	� ������& ��	���� �� � �+ � 	� �� ���
�E �*��

�� L

�
���


 
 #
��! ��
 2�$
� � !�##
2�� # �

�
��� F���G

5�����& 	+ �*� ����& � 	� )M� �*�� �� 	� �M)�

3���� 3		�����

%� ��� )���	���E ��� ������'���	�� ����	��� �� +������ �*�� �*� )���	��� )��� *�
� �*� ��)� ������
%*�� 	+ � 	� �� ���
� ���

� L

�
� � 2 2 �

� � � �

 � 2 2

�
� F���G

�*�� � N � 	� �*� )���	/

�N� L

�
� � ��! � ���

$ ��
 � �$
�� ��$ !�## �

�
� F��#G

3���� '������������� �" � ������

�+ ���	�E

� L

�
� 
 ��! � 2��


 ��
 � #
# 2�$ !�## �

�
� F���2G

�*�� �� 	� �*�� )���	/ ���* �+ �*��� ���)���� 	� )���	'�	�� �& �

�� L

�
� $ �2�! �
 2��

$ ��$ 
� 
�

� ��� ���#� �

�
� F����G

3���# '������������� �! '�������

-� )���	'�& �*� ���)���� �+ �*� ���� �+ �*� ���� )���	/ �& �*� ���)���� 	� �*� ����)�� �+ �*�
������� "�� 5 �� �*� )���	/

! L

�
� 2 �
2 � �

�
F���
G

%*�� 5� 	� �*� )���	/

!� L

�
� � 2 �
$ � � �

�
F����G



�#� �		���
� �� �
���
 �����
�

3���&  	�����"

���
�
"� �����
��

%*� ���	�	
� )M� 	����	�& )���	/ 	� �*�� )M� )���	/ ���* �+ �*��� ����	�� 	� 2�
%*�� �N 2��� L � L 2��� N��
� �*	�* ��� )M� )���	����

$�(�
&(
	��
"� �����
��

%*� )���	'�	���	
� 	����	�& 	� ������& ������� �& �*� ������ � ��� 	� ���* �*�� ��( L ( �� L ��
�
���* �*�� �*� )���	'�	���	�� 	� '���	����

%*��

(��� L

�
� 2
2 �

�

(��� L

�
� � 2 2

2 � 2
2 2 �

�
� ����

3���(  �0����

%*� 	�
���� �+ � )���	/ 	� �*�� )���	/ �*	�* �*�� �*� �'����	�� 	� �''�	�� �� �*� )���	/ ��� 	��
	�
����E �*� ������ 	� �*� 	����	�& )���	/�

���
�
"� ��"����

%*���+��� �� ��� ����	�� +�� �*� )��	/ ?� ���* �*�� �NF?�G L 2� 5�����& 	+ � L

�
� �

 �

�
�*��

�� L

� �� ��
�
 ��

�

$�(�
&(
	��
"� ��"����

-� ��� ��� ����	�� +�� �*�� )���	/ ��� ���* �*�� ���� L ���� L ( ���� ���	 ������ ���	�	�

��� .	���
����� ��� .	���
������

� )���	/ � *�� �� �	���
����� 0 �	�* � ������'���	�� �	���
���� 0 	+

�0 L 00

�� ��*�� �����E )���	'�&	�� �*� 
����� 0 �� ��& �+ 	�� )���	'��� �&� 	� �B�	
����� �� )���	'�&	��
�*� �*��� 
����� �& � ������ 0� %*�� �*� �	����	�� �+ 0 	� ���*����� ? ���& 	�� )���	���� 	� �K������



�������� �

�� �
 
�

��� 
��������	��

5���	��� � +����	�� & L +F/G� %*�� ��
�	 E �*� ���	
��	
� �+ & �	�* ���'��� �� /E �	
�� �*� ���� �+

�*���� �+ & �	�* ���'��� �� /� %*�� �� �� ��� 	� ,	���� ���E �*� ���	� ��
�	 	� �*� ������� �+ �*�

����� �*	�* �*� ��	����� )���� �	�* �*� /?�/	� 	��� �	
�� � 
���� �+ �*� �
����� ���'� �+ �*� ���
�
�� �*	� '�	��� ��� 	+ �� ���� �*� �	)�		�

��
�	 L ��

�	 �� ��� �*� ����	��� �+ �*� ���
��

�+ ���
�	 � 	� ����� �� *�
� � ����' ���
�J 	+ ���

�	 � 	� �)��� �� *�
� � �����& ���'	�� ���
��

 	��� �� ��� �+��� 	��������� 	� �*���� 	� ��	�*�� �	�* ���'��� �� �	)� �� �+��� ��� ��
�� � �� �

�	)����	��E �� ������ �*���� ��	�*�� 	� �� 	���	���	)���& �)��� 	������� �+ �	)� ��� �� �� ���
�*� �����	�� Y� � ��

�� +�� �*� �*���� 	� �� ��� �� ��� �+��� ��	�� �&���)� �+ �����	�� �*	�*

��� �*���	�� ��	�*�� ������	�� �� �*� ����� ������� '�������� Y� � ���
�� � �� ��*�� �����E F���

,	���� ��
G 	+ ��
�� 	� ����� ��� �����	
� �� �	�� �� )��	�� ����� 	�������� �� �*� 
���� �+ � �*	��

	+ ��
�� 	� ����� ��� '��	�	
� �� �	�� �� )��	�� ����� ��������� �� �� �+ ��

�� 	� �)��� �� �	�� ���& ��

)��	�� � �)��� �*���� �� �� ���	�� �*�� �� �*� )	�	)�) '�	�� ��
�� L 2�

8���� :������ ����0���0��

�+��� �� *�
� � 
��	���� �*	�* 	� � +����	�� �+ ��� �� )��� ��*�� 
��	������ ,�� �/�)'�� ���
F	������������G ����� +����	�� ��� �� �*���*� �+ �� � +����	�� ���* �+ �*� ��	�*��E �E ��� �+ �*�
	�'���E /� %� �*�� �*� ���	
��	
� �+ . �	�* ���'��� �� �E �� ��� !�

!� �*	�* �*���� �� 	����'�����
�� �*� ���� �+ �*���� �+ . �	�* ���'��� �� � �*�� /E �*� 	�'��E 	� *��� ��������� -� ��� �*	�� �+
�*	� �� � )�����	� ���+��� �	�* ��	� �	��� �� 	�� %*�� !�

!� 	� �*� ���� �+ �*���� 	� ��� �	����	��

x

y
y=f(x)

x

y gradient
y

x

,	���� ���H %*� ���	� ��
�	 	� �*� ������� �+ �*� ����� �*	�* �*� ��	����� )���� �	�* �*� /?�/	� 	���

�	
�� �*� �
����� ���'� �+ �*� ���
� �� �*	� '�	��

�##




22 �		���
� �� ��������

Error

Positive
gradient

Negative
gradient

Weight
Minimum
error

,	���� ��
H � ��*�)��	� �	����) �*��	�� ����� �������� �� �*� �����	
� ����	��� ����	��E �� �	�*
�� 	������� �*� ��	�*�J 	� �*� '��	�	
� ����	��� ����	��E �� �	�* �� �������� �*� ��	�*�

�*	�� �*� ��*�� F���*������G �	����	�� 	� ��'� ���������

8���� -����	 ����0���0��

��� ��� � L !�
!� E �*� ���� �+ �*���� �+ . �	�* ���'��� �� 1� -� )�& �� 	��������� 	� *�� B�	���&

� �*����� �� �� �*���� 1� %� ��� �*	� �� ����� ��������� !�
!� J ��� ���� �*�� �*	� �	
�� �� �*�

���� �+ �*���� �+ �*� ���	
��	
� �+ . �	�* ���'��� �� 1 F�� �*� ���� �+ �*���� �+ �*� ���� �+ �*����
�+ . �	�* ���'��� �� 1�

,�� �*� ����� ������� )��*���E �� ��� �+��� 	��������� 	� ���	��� �+ �*� ����� �'��� �*��� �*�
���� �+ ������� �+ �*� ����� ��)�	�� �������� �
�� � ���	��� %� �� �� �� �*��� �� 	��������� 	� �*	�

����E !�

!� � %� �)'*��	�� �*�� �*	� )�& �� +���� �& �	K����	��	�� . �	�* ���'��� �� 1 ��� �*��

�	K�����	��	�� 	� ���	�E �� �	�� ��	�� �*	� ���� �� !��
!�� � %*	� 	� 	�� ������ ���	
��	
��



�������� �

!��$����������� %���������

-� )��� ���� ���� �*�� ��� ���	
��	�� +����	��� �	�� �� ���?�	���� 	� �*	� �*�'���H 	+ �� ���� �� ��
��	�� �	���� ���	
��	�� +����	���E ��� ���'�� ����� �� � �	���� ��)�	���	�� �+ �	���� ��)�	���	���
�+ �*� 	�'��� 	��� ����� �	)'�& �� �	���� ��)�	���	��� �+ �*� 	�'��� ��� �� �� ����� ��	� ���*	��
�& ��	�� � �*��� ��&�� ��� ���*�� �*�� � ��� ��&�� ����

�� ��+���E ����	��� � '���	����� 	�'�� '������E 0
 E �� *�
� �� ���'�� �
 ��� ������ �
 � ���
*���
�� �� �	�� ��� � ���?�	���� ���	
��	�� +����	��E �FG� �� L �F�
��G L �F

�
� �����G �*��� ��

*�
� ����� ��& �*���*��� 	��� �*� ��	�*�� �� ��+���� ���	�� �*�� �*� �� ��'������� �*� ���'���
�+ ������� 	� �*� '������	�� ��&��� %*�� 	+ �*� �B���	�� �����	��� �*� ��	�� �+ � ������ 	� �*�
F����G *	���� ��&��E �� ��
��� �� ��� '��
	��� ����	�	�� �*��� �� L �F�
��G L �F

�
� �����G �*	��

	+ �� �	�* �� ��������� �*� ��	�� 	� �� ���'�� ������ �*� �� �	�� ��'������ �*� ��	�� �+ *	����
��&�� �������� 8���
�� ��� +FG )��� �� � �	K�����	���� +����	�� F���	�� �*� '����'����G ��� �
���?�	���� +����	�� F���	�� �*� ����	��G� ��� �� ��	�� �	�* �� )	�	)	�� �*� ��) �+ �B����� ������E

� L
�



�
 L
�




�



F�
 � �
 G� F5��G

�� �*� ���'���� %� �� ��E �� ��� �*� ����	��� �+ �*� ����� �	�* ���'��� �� �*� ��	�*�� ��� )�
�

�*� ��	�*�� 	� �*� �''��	�� �	����	��� ,��)���&E Y
��� L �7 !��

!���
�

��� �� *�
�E +�� ��� �������E

<�


<���
L

<�


<�
�
�
�
<�
�
�
<���

F5�
G

���
!#����
!���

L �� � %*���+��� 	+ �� ����� Æ


� L � !��

!#���
�

�� ��� �� �'���� ���� �+

Y
��� L 7�Æ
� ��


� F5��G

���� *�� �	�� �*	� ���� 	� �� �*�� ��
���'�� 	� �*� '��
	��� �*�'��� F�*��� �*� ���� � 	� ��'�����
�& �*� 	�'�� 
�����E 0G� 8���
��E �� ��	�� *�
� �� ����	��� �*�� 
����� �+ Æ ��� �''��'�	��� +��
	��	
	���� �������� -� *�
�

Æ
� L � <�


<�
�
�
L �<�


<�
�
�
<�
�

<�
�
�
F5��G

+�� ��� �������� ���E +�� ��� ���'�� �������E !��

!+� L �F�
 � �
 GE ���
!+��

!#���
�

L � �F�
�
� G � %*	�

�/'��	�� �*� ��B�	��)��� �� *�
� �� ���	
��	�� +����	�� �*	�* 	� �	K�����	����� %*�� +�� ���'��
������� �� ��� �*� 
���� Æ
� L F�
� � �
� G�

�F�
�
� G �
8���
��E 	+ �*� ������ 	� � *	���� ������E �� )��� ��������� �*� ���'���	�	�	�& �+ �*�� ������:�

��	�*�� �� �*� ���� ������ %� �� �*	� �� ���� �*� ����� �� �*� ���'�� ������� ��� '��'����� �*	�


2�




2
 �		���
� �� ����	
�	����
�� ��

&��
��

Bias

w12

w10

w11

v12

v11

v10

Inputs Output

,	���� 5��H %*� ��� �*	�* �	�� �� ���� +�� �*� �����	�� �+ �*� @�9 '�����) ��	�� ����'��'����	��

�������� �*����* �*� ������� ��	�*�� F�*� 
��& ��)� ��	�*�� �*	�* ���� ���� �� '��'����� �*�
���	
��	�� +������G� 5���	��� � ������� �	�* � ���'�� ������� ��� 8 *	���� �������� -� ��� �
�*�	� ���� �� ��������� �*� �K��� �� ��	� 	 	� �*� *	���� ��&��H

<�


<�
�
L

��
���

<�


<�
�
�
�
<�
�
�
<�
�

L

��
���

<�


<�
�
�
�
<

<�
�

'�
���

����


� L

��
���

<�


<�
�
�
���� L �

��
���

Æ
� ���� F5�!G

���� �*�� �*� ���)� !��

!#���
�

��'������ �*� �K��� �+ �*���� �� �*� ����� +��) �*� �*���� 	� ���	
��	��

	� �*� ���'�� �������� �� �����	���	��E �� ���

Æ
� L � <�


<�
�
�
L �<�


<�
�
�
<�
�

<�
�
�
L

��
���

Æ
� �����
�F�
�
� G F5�$G

%*	� )�& �� �*���*� �+ �� ���	��	�� �*� ����� ���) 	� �*� *	���� ��&�� '��'���	���� �� �*� *	����
������:� �����	���	�� �� �*� ���� ����� �� ���� 	� �*� ���'�� ��&���

-�� "(� A�5 $�����&

-� ��� ��� �*� ��� �*��� 	� ,	���� 5�� �� ���
� �*� @�9 '�����)� %*� '�������� 	�

��
�
�(
���
�� �

� ��	�	��	�� �*� -?��	�*�� ��� D?��	�*�� �� �)��� �����) ��)�����

� ��	�	��	�� �*� �����	�� ����E 
 �� � �)��� 
���� ���� 2�22��

� 5*���� �*� ���	
��	�� +����	�� ���� ���*FG�

��(�	� 5������ �� �	�� �� ��� �+ ���& � '������� +�� �*	� '�����)� ���� �*�� �*� '������ �*����
�����)	��� ��� ���& �*� 	�'��� ��� ���� �*� ������ '�������

#���
��1��� �� �*� *	���� ��	�� ����E �������� � ��� 
�

�
�� L ��� N ����� N �����

�
�� L ��� N ����� N �����

�� L ���/F�
��G

�� L ���/F�
��G

��� +���+������ �� �*� ���'�� ��	� �*	�* �� �	�� ����� �

�
�� L ;�� N ;���� N ;����

�� L ���/F�
��G



���� ��� ��
 	
����� 
2�

#�����	- ������ ��������� ����� �� ���'��

Æ� L F�� ��G � � �F��G L F�� ��GF�� ���G

��� +������� ����� �� *	���� �������

Æ� L Æ�;���
�F��G L Æ�;��F�� ���G

Æ� L Æ�;���
�F��G L Æ�;��F�� ���G

'����� 1�
����

Y;�� L 
�Æ����

Y;�� L 
�Æ����

Y;�� L 
�Æ���

Y��� L 
�Æ����

Y��� L 
�Æ����

Y��� L 
�Æ���

Y��� L 
�Æ����

Y��� L 
�Æ����

Y��� L 
�Æ���

@� ��	- �� ��(�	� 5������


