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Capitolo IIITe
ni
he di valutazione di 
omplessitàammortizzata
L'analisi ammortizzata è una te
ni
a di valutazione della 
omplessità 
omputazionale.Essa 
onsidera una sequenza di operazioni svolte nell'ese
uzione di un 
erto algoritmo,attribuendo ad ognuno dei singoli passi elementari di esso (o 
omunque a delle sottopartidi esso) un 
osto 
omputazionale medio. Sebbene si parli di 
omplessità media dei varipassi, l'analisi ammortizzata non ha nulla a 
he vedere 
on le te
ni
he di analisi di tipoprobabilisti
o, già trattate in pre
edenza. Le valutazioni 
he s
aturiranno riguarderannoil 
aso pessimo dell'ese
uzione dell'algoritmo, dunque 
ome risultato si garantirà un 
erto
osto medio di 
omplessità per ogni operazione nel 
aso pessimo.Esistono diversi appro

i all'analisi ammortizzata, di seguito ne mostreremo tre diversi:l'analisi aggregata, il metodo della 
ontabilità, il metodo del potenziale. Ognuno di essiporterà ad una diversa nozione di 
osto ammortizzato. Prima di entrare nel dettaglio deidiversi metodi presenteremo due 
asi di studio elementari, sui quali svolgeremo a titolodi esempio le valutazioni di 
omplessità usando le diverse te
ni
he.III.1 Casi di studioIII.1.1 Operazioni sulla pilaUna pila (sta
k) è una struttura dati 
ostituita da una lista sempli
e S, idealmente di
apa
ità in�nita, sulla quale si possono e�ettuare inserimenti ed estrazioni di elementise
ondo la ben nota politi
a LIFO (Last In First Out). Dunque numerando le posizionidella pila da 1 in avanti e indi
ando 
on S[i] l'i-esima posizione nella pila, se in un 
ertoistante essa 
ontiene n elementi si potranno svolgere uni
amente le seguenti operazioni:
• Push(S, x), il 
ui e�etto è quello di inserire l'elemento x sopra la 
ima alla pila,ovvero in posizione n + 1; ora l'elemento x 
ostitus
e la nuova 
ima della pila;
• Pop(S), la quale restituis
e l'elemento in 
ima alla pila, ovvero l'elemento in po-9



10 � III.1 - CASI DI STUDIOsizione n; tale lettura 
onsuma la 
ima della pila, per 
ui la nuova 
ima sarà
ostituita dall'elemento in posizione n− 1.In realtà 
onsidereremo una pi

ola estensione di questo modello, aggiungendo l'oper-azione Multipop, la quale ri
eve 
ome parametri la pila S 
he si 
onsidera e un intero
k > 0, e banalmente e�ettua k volte l'operazione di POP su S, terminando l'ese
uzione seviene svuotata 
ompletamente la pila prima di 
ompletare le k estrazioni. Per 
ompletez-za mostriamo lo pseudo
odi
e dellaMultipop, nel quale si utilizza l'operazione booleanaPilaVuota 
on ovvio signi�
ato.Algoritmo III.1 Multipop(S, k)1: while not PilaVuota(S) and k 6= 0 do2: Pop(S)3: k ← k − 1

III.1.2 In
remento di un 
ontatore binarioUn 
ontatore binario A non è altro 
he una sequenza di k bit, la quale rappresenta la
odi�
a binaria di un numero intero positivo. Per essere più pre
isi, numeriamo i bit del
ontatore binario da 0 a k−1, indi
ando al solito 
on A[i] il bit nell'i-esima posizione. Perquanto riguarda la 
onvenzione della rappresentazione, sia A[0] il bit meno signi�
ativodella stringa, in modo 
he essa rappresenti il numero naturale
k−1∑

i=0

A[i] · 2i.Sulla struttura dati des
ritta de�niamo l'operazione In
remento, la quale somma (inbinario) 1 alla sequenza A fornita in ingresso. Si noti 
he invo
ando In
remento suun 
ontatore A 
ostituito da tutti 1 si veri�
a il 
osiddetto over�ow, a seguito del qualeil 
ontatore viene azzerato. Di seguito mostriamo lo pseudo
odi
e, nel quale si utilizzal'operazione Length 
he restituis
e il numero di bit del 
ontatore binario passatogli iningresso.Algoritmo III.2 In
remento(A)1: i← 02: while i < Length(A) and A[i] = 1 do3: A[i]← 04: i← i + 15: if i < Length(A) then6: A[i]← 1



III - TECNICHE DI VALUTAZIONE DI COMPLESSITÀ AMMORTIZZATA 11III.2 Appro

i all'analisi ammortizzataIII.2.1 Analisi aggregataMediante l'analisi aggregata, se si mostra 
he, per ogni n intero, un'arbitraria sequenza dioperazioni nel 
aso pessimo impiega T (n) unità di tempo (dove T (n) è in genere espressoin termini asintoti
i mediante la relazione O), allora si attribuis
e ad ogni operazione un
osto ammortizzato di T (n)/n. Si noti 
he non è ri
hiesta omogeneità fra le operazioni,ovvero non è ri
hiesto 
he le varie operazioni 
ompiute siano dello stesso tipo. Ognunadi esse avrà in generale un 
osto vero diverso, ma la somma dei 
osti ammortizzati diuna sequenza di operazioni dovrà essere un upper bound del 
osto vero della sequenza.Questa è evidentemente una proprietà irrinun
iabile, e 
ome vedremo è rispettata da tuttele te
ni
he di analisi ammortizzata.Nei prossimi esempi appli
hiamo l'analisi aggregata ai 
asi di studio presentati nellasezione pre
edente.Esempio III.1 (Operazioni sulla pila). Nel seguito, 
on |S| indi
heremo il numero di el-ementi attualmente presenti nella pila. Valutiamo dapprima la 
omplessità delle operazionidisponibili singolarmente. Per Push e Pop è banale osservare 
he ri
hiedono tempo d'ese
uzione
ostante, dunque hanno entrambe 
omplessità O(1). La Multipop invo
a k volte la Pop se lapila S 
ontiene almeno k elementi, in 
aso 
ontrario il numero di invo
azioni s
ende a |S|: insintesi la 
omplessità della Multipop risulta O(min(|S| , k)), 
he nel 
aso pessimo diventa O(k).Consideriamo ora un'arbitraria sequenza di n operazioni sulla pila S inizialmente vuota.Per tutta la durata della sequenza la dimensione della pila si mantiene inferiore a n, dunquel'operazione più 
ostosa invo
abile risulta essere una Multipop(S, m), 
on m < n e dunque
omplessità dell'ordine di O(n). Con un'analisi estremamente grossolana si potrebbe a�ermare
he nel 
aso pessimo la sequenza non può 
ostare più di n invo
azioni diMultipop(S, n), dunqueil 
osto 
omplessivo è 
ertamente limitato superiormente da O(n2).É ovvio 
he si può fare una stima migliore: partendo dalla pila vuota non si può far altro
he inserire n1 elementi nella pila, ed estrarne n2, dove n1 ≥ n2 e n1 + n2 = n, da 
ui si dedu
e
he il 
osto della sequenza 
orrisponde al 
osto di una sequenza 
on esattamente n1 Push ed n2Pop, in totale O(n). Assegnamo allora alle tre operazioni disponibili un 
osto ammortizzato di
O(n/n) = O(1). �Esempio III.2 (Contatore binario). Poniamo k = Length(A). La singola operazione In-
remento, nel 
aso pessimo, 
he si ottiene invo
andola su un 
ontatore A avente le (k − 1)
ifre meno signi�
ative a 1, deve e�ettuare k inversioni di bit, per un 
osto 
omplessivo di O(k).Con un'analisi grossolana possiamo dire 
he una sequenza di n In
remento ha una 
omplessitàdell'ordine di O(nk). An
he in questo 
aso è possibile essere più pre
isi, osservando 
he il bit
A[0] viene invertito ad ogni invo
azione, il bit A[1] viene invertito ⌊n/2⌋ volte, ed in generaleil bit A[i] viene invertito ⌊n/2i⌋ volte, per i = 0, ..., ⌊lg n⌋. Il numero totale di operazioni diinversione (ognuna dal 
osto di O(1)) risulta

⌊lg n⌋∑

i=0

⌊ n

2i

⌋
.Come di 
onsueto, è possibile maggiorare la sommatoria (
he è a termini positivi) rinun
iandoad arrotondare all'intero inferiore, e passando ad una serie geometri
a (
onvergente, essendo la



12 � III.2 - APPROCCI ALL'ANALISI AMMORTIZZATAragione 1/2 < 1):
⌊lg n⌋∑

i=0

⌊ n

2i

⌋
≤ n

∞∑

i=0

1

2i
= n

1

1− 1/2
= 2n.Dunque nel 
aso pessimo la 
omplessità temporale di ese
uzione della sequenza è O(n), per 
uiassegnamo ad ogni singola In
remento un 
osto ammortizzato di O(n/n) = O(1). �III.2.2 Metodo della 
ontabilitàIl metodo della 
ontabilità 
onsiste nell'assegnare un 
osto ammortizzato ad ogni oper-azione, 
ome somma del 
osto attuale dell'operazione e di un 
redito, s
elto in manieraopportuna. In generale operazioni diverse potranno avere un 
osto ammortizzato mag-giore o minore del loro 
osto attuale. Per
hé un simile pro
edimento abbia un senso ène
essario imporre dei vin
oli all'attribuzione dei 
rediti alle varie operazioni.Data un'operazione i appartenente ad un 
erto dominio 
onsiderato di operazioni,indi
hiamo 
on ci il suo 
osto attuale e 
on ĉi il suo 
osto ammortizzato. Dunque laquantità ĉi−ci è pari al 
redito attribuito all'operazione i, e può essere positiva o negativa.La ri
hiesta da fare a questo punto è 
he per ogni n > 0 e per ogni sequenza ammissibiledi n operazioni i1, i2, ..., in risulti

n∑

k=0

ĉik ≥
n∑

k=0

cik ,(III.1)ovvero si ri
hiede 
he per ogni sequenza ammissibile di n operazioni il bilan
io 
omplessi-vo dei 
rediti assegnati sia non negativo. Così fa
endo, qualora risultasse 
he il 
ostoammortizzato di una 
erta sequenza di operazioni sia O(f(n)) per una 
erta funzione f ,allora tale upper bound si appli
herà an
he al 
osto attuale della sequenza. Si noti 
he ilvin
olo (III.1) impone 
he non siano ammissibili tutte le sequenze di una sola operazione
he abbia 
redito negativo.Di seguito appli
hiamo il metodo della 
ontabilità ai due 
asi di studio di 
ui sopra.Esempio III.3 (Operazioni sulla pila). Abbiamo già dis
usso la 
omplessità attuale delle treoperazioni disponibili, 
he risulta
cpush = cpop = 1, cmultipop = min(|S| , k).Una buona assegnazione dei 
osti ammortizzati è la seguente

ĉpush = 2, ĉpop = ĉmultipop = 0.Ad ogni Push attribuiamo un 
osto ammortizzato 
ostituito dal suo 
osto attuale più un'unitàulteriore 
he viene a

umulata 
ome 
redito, mentre 
onsideriamo �gratuite� (in termini di 
ostoammortizzato) le operazioni di estrazione dalla pila. É banale osservare 
he tutte le sequenzeammissibili di operazioni a partire dalla pila vuota rispettano la (III.1), infatti il numero dellePop (dove k Pop(S) equivalgono ad una Multipop(S, k)) nella sequenza non può superarequello delle Push, quindi il 
osto delle Push viene pagato 
on un'unità del 
redito a

umulato�no al momento dell'invo
azione. Dunque, per ogni sequenza di n Push, Pop e Multipop il
osto ammortizzato è dell'ordine di O(n), ed essendo un upper bound del 
osto attuale an
hequest'ultimo sarà di quest'ordine. �



III - TECNICHE DI VALUTAZIONE DI COMPLESSITÀ AMMORTIZZATA 13Esempio III.4 (Contatore binario). Abbiamo già osservato 
he il 
osto della In
rementoè proporzionale al numero di bit invertiti. Naturalmente, in tutte le sequenze ammissibili di In-
remento a partire dal 
ontatore azzerato, ogni bit può essere rimesso a 0 solo se in pre
edenzaera stato messo ad 1. Dunque potremmo pensare di assegnare un 
osto ammortizzato di 2 all'op-erazione di assegnamento ad 1 di un bit, e 
onsiderare gratuita l'operazione di assegnamento a 0del bit: il 
osto attuale di questa viene pagato utilizzando il 
redito residuo a

umulato quandoil bit era stato posto a 1. In sintesi:
ĉ←1 = 2, ĉ←0 = 0,dunque ogni In
remento ha un 
osto ammortizzato minore1 o uguale a 2. Ogni sequenza di nIn
remento ha un 
osto ammortizzato dell'ordine di O(n), 
he risulta un upper bound an
hedel 
osto attuale. �III.2.3 Metodo del potenzialeIl metodo del potenziale dell'analisi ammortizzata 
ostituis
e una sottile modi�
a delpre
edente metodo. La di�erenza 
onsiste nel fatto 
he, questa volta, il �lavoro prep-agato� (
iò 
he nella pre
edente sezione 
hiamavamo 
redito) viene 
onteggiato 
ome unasorta di �energia potenziale� asso
iata alla struttura dati, 
he verrà rilas
iata per pagareoperazioni future.Indi
hiamo 
on Di lo stato della struttura dati 
onsiderata dopo l'ese
uzione di ioperazioni, dunque D0 rappresentà lo stato iniziale. Con ci indi
hiamo il 
osto attualedella i-esima operazione invo
ata nella sequenza di ese
uzione 
onsiderata. Una funzionepotenziale Φ mappa lo stato Di della struttura dati in un numero reale non negativo

Φ(Di), 
he è appunto il potenziale asso
iato a Di. Il 
osto ammortizzato ĉi della i-esimaoperazione è de�nito 
ome
ĉi = ci + Φ(Di)− Φ(Di−1),dove il termine Φ(Di) − Φ(Di−1) rappresenta la di�erenza di potenziale osservata nelpassare da Di−1 a Di. Un 
onto immediato 
i fornis
e il 
osto ammortizzato di unasequenza di n operazioni

n∑

i=1

ĉi =
n∑

i=1

(ci + Φ(Di)− Φ(Di−1)) =

=

(
n∑

i=1

ci

)
+

n∑

i=1

(Φ(Di)− Φ(Di−1)) =

=

(
n∑

i=1

ci

)
+ Φ(Dn)− Φ(D0)Da questo risultato appare 
hiaro 
he per rispettare il vin
olo (III.1) dis
usso nella sezionepre
edente è ne
essario de�nire un potenziale Φ tale 
he, per ogni sequenza ammissibile1Quando l'invo
azione di In
remento 
ausa un over�ow del 
ontatore, il 
osto ammortizzato sarebbe0.



14 � III.2 - APPROCCI ALL'ANALISI AMMORTIZZATAdi n operazioni, risulti Φ(Dn) > Φ(D0). Si noti 
he, analogamente a quanto a

ade 
oni potenziali in �si
a, non è importante il valore di Φ(Di) di per sè, quanto piuttosto ladi�erenza di potenziale Φ(Di) − Φ(Di−1), dunque 
onviene spesso porre Φ(D0) = 0, edassegnare gli altri valori di Φ di 
onseguenza.Esempio III.5 (Operazioni sulla pila). Una ragionevole funzione potenziale per il 
aso dellapila è
Φ(Si) = n◦ di elementi nella pila Si,infatti risulta Φ(S0) = 0, ed è ovvio 
he il potenziale non potra mai s
endere al di sotto di Φ(S0).Cal
oliamo il 
osto ammortizzato delle varie operazioni. Supponiamo 
he la i-esima operazionesia una Push, allora la di�erenza di potenziale risulta

Φ(Si)− Φ(Si−1) = (|Si−1|+ 1)− |Si−1| = 1,da 
ui
ĉpush = cpush + Φ(Si)− Φ(Si−1) = 1 + 1 = 2Supponiamo ora 
he la j-esima operazione sia un'invo
azione di Multipop(Sj−1, k) (in parti
o-lare una Pop se k = 1), la di�erenza di potenziale questa volta risulta

Φ(Sj)− Φ(Sj−1) = min(|Sj−1| , k),da 
ui
ĉmultipop = cmultipop + Φ(Sj)− Φ(Sj−1) = min(|Sj−1| , k)−min(|Sj−1| , k) = 0Il 
osto ammortizzato delle singole operazioni è O(1), da 
ui ogni sequenza ha un 
osto ammor-tizzato (e dunque an
he attuale) dell'ordine di O(n). �Esempio III.6 (Contatore binario). De�niamo il potenziale nel modo seguente

Φ(Ai) = n◦ di 1 nella sequenza binaria del 
ontatore Ai.Consideriamo al solito di partire 
on il 
ontatore azzerato e supponiamo 
he nella sequenza
onsiderata l'i-esima In
remento metta a 0 ti bit del 
ontatore Ai−1, e metta a 1 più un solobit. Risulta allora
Φ(Ai) ≤ Φ(Ai−1) + 1− ti,ovvero
Φ(Ai)− Φ(Ai−1) ≤ 1− ti.Il 
osto ammortizzato della i-esima In
remento è pari a

ĉi = ci + Φ(Ai)− Φ(Ai−1) ≤ (ti + 1) + (1− ti) = 2,
he risulta indipendente dall'indi
e i, ovvero ogni In
remento nella sequenza ha una 
omples-sità ammortizzata dell'ordine di O(1). Dunque la 
omplessità ammortizzata di una sequenza di
n operazioni è dell'ordine di O(n), limite 
he si appli
a an
he alla 
omplessità attuale. �
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i j

uij

Figura III.1. Rappresentazione di un grafo.III.3 Appli
azioni al problema del �usso massimoIn questa sezione presentiamo un'appli
azione dell'analisi ammortizzata per la valutazionedella 
omplessità 
omputazionale di al
uni algoritmi per il 
al
olo del �usso massimo inun grafo. Comin
eremo 
on dei ri
hiami sulla des
rizione del problema e sugli algoritmirisolutivi, per poi passare alla loro analisi ammortizzata.III.3.1 Il problema del �usso massimoUn grafo orientato (o sempli
emente grafo) G è 
ostituito da una 
oppia (N,A), dove Nè l'insieme dei nodi, mentre A ⊆ N ×N è l'insieme degli ar
hi. Si di
ono rispettivamentestella entrante e stella us
ente del nodo i i seguenti insiemi
BS(i) = {(j, i) ∈ A}
FS(i) = {(i, j) ∈ A}Ad ogni ar
o (i, j) ∈ A è possibile asso
iare una 
apa
ità uij ≥ 0, 
he indi
a il �ussomassimo di un 
erto bene 
he può s
orrere nell'ar
o (i, j). An
ora, è possibile asso
iareagli ar
hi una quantità xij ≥ 0 
he 
ostituis
e il �usso assegnato all'ar
o (i, j). Capa
itàe �usso sugli ar
hi del grafo sono rappresentati sinteti
amente 
on i vettori

u = (uij)(i,j)∈A, x = (xij)(i,j)∈AUn �usso x è detto ammissibile se rispetta le seguenti:
0 ≤ xij ≤ uij, ∀(i, j) ∈ A (Vin
oli di 
apa
ità)
∑

(j,i)∈BS(i)

xji =
∑

(i,j)∈FS(i)

xij, ∀i ∈ N (Vin
oli di 
onservazione del �usso)La �gura III.1 mostra la notazione impiegata per rappresentare un grafo.Des
riviamo ora il problema del �usso massimo.Problema del �usso massimo. Dato un grafo G = (N,A) 
on i nodi s, t ∈ N dettirispettivamente sorgente e destinazione tali 
he
BS(s) = FS(t) = {(t, s)} , uts =∞,il problema del �usso massimo 
onsiste nel trovare un �usso ammissibile x per il grafo G
he massimizzi xts. �



16 � III.3 - APPLICAZIONI AL PROBLEMA DEL FLUSSO MASSIMOInformalmente parlando, l'ar
o (t, s) è un ar
o �ttizio 
he serve solo a des
rivere ilproblema in maniera 
onsistente rispetto ai vin
oli di 
apa
ità e 
onservazione del �usso.L'interpretazione da dare al problema è 
he il nodo s generi un �usso di bene, mentre ilnodo t 
onsumi il �usso. La quantità xts rappresenta allora l'ammontare 
omplessivo del�usso spedito da s verso t.Vediamo ora un'appli
azione del problema del �usso massimo.Esempio III.7 (Assegnazione dei lavori alle ma

hine). Suddividiamo la giornata lavora-tiva di un'o�
ina in k slot temporali T1, ..., Tk della stessa durata, ad esempio si può pensare 
heognuno dei Ti rappresenti un diverso intervallo di un'ora nell'ar
o della giornata. Supponiamo 
hel'o�
ina possegga n ma

hine uguali e 
he abbia una lista di m lavori L1, ..., Lm 
ommissionatiper la giornata. Ogni lavoro Li è des
ritto da una tripla (pi, ri, di), dove
pi= n◦ slot di tempo ne
essari per 
ompletare il lavoro,
ri= slot di tempo in 
ui può iniziare il lavoro,
di= slot di tempo entro 
ui deve essere terminato il lavoro.(III.2)Supponiamo 
he una ma

hina possa interrompere un lavoro assegnatogli al termine di unoslot di tempo, per poi riprenderlo in futuro, inoltre supponiamo 
he non sia possibile assegnareuno stesso lavoro 
ontemporaneamente a più ma

hine. Cer
hiamo di ri
ondurre il problemadell'assegnamento dei lavori nel rispetto dei vin
oli (III.2) ad un opportuno problema di �ussomassimo.Costruiamo un grafo G = (N, A) nel seguente modo:

• N = {s, t, L1, L2, ..., Lm, T1, T2, ...Tk};
• per ogni lavoro Li esiste un ar
o (s, Li) avente 
apa
ità usLi

= pi, ed un ar
o (Li, Tj) di
apa
ità 1 per ogni slot di tempo Tj 
ompreso tra gli slot ri e di; inoltre per ogni slot ditempo Tj esiste un ar
o (Tj , t) di 
apa
ità m pari al numero di ma

hine dell'o�
ina; nondimenti
hiamo in�ne l'ar
o �ttizio (t, s) di 
apa
ità uts =∞.Si intuis
e immediatamente 
he il bene 
he �uis
e lungo gli ar
hi del grafo 
osì realizzato è un�usso di lavoro. Se il �usso massimo x è tale da saturare tutti gli ar
hi us
enti da s, ovvero
xsLj

= pj per ogni Lj , allora è possibile soddisfare tutti i vin
oli e portare a termine tutti i lavori
ommissionati.Supponiamo 
he il 
ari
o di lavoro sia tale da non 
onsentire di soddisfare tutte le ri
hie-ste. L'o�
ina potrebbe ri
orrere a diverse soluzioni per far fronte al fabbisogno: tipi
amentepotrebbe a�dare parte dei lavori ad un'o�
ina esterna, oppure potrebbe in
rementare la propria
apa
ità produttiva a
quistando nuovi ma

hinari. Può allora essere utile sapere quanto lavoroassegnare all'o�
ina esterna o quanti ulteriori ma

hinari a
quistare. Dal punto di vista analiti
osi tratterebbe di sostituire nel grafo pre
edentemente realizzato le 
apa
ità pi degli ar
hi (s, Li)
on delle funzioni pi(λ) e le 
apa
ità m degli ar
hi (Tj , t) 
on delle funzioni m(µ), dove λ e µquanti�
ano rispettivamente il 
ari
o di lavoro da assegnare all'esterno e il numero di ma

hinarida a
quistare. Si tratta a questo punto di determinare valori minimi di λ e µ tali da saturarele 
apa
ità degli ar
hi (s, Li). Problemi di questo tipo vanno sotto il nome di problemi di �ussomassimo parametri
o (
fr. sezione III.3.3). �Dato un grafo G = (N,A) e due nodi s e t, si de�nis
e taglio (Ns, Nt) una partizionedi N in due sottoinsiemi Ns ed Nt tale 
he s ∈ Ns e t ∈ Nt. Indi
hiamo rispettivamente
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Figura III.2. Grafo di �usso relativo al problema dell'esempio III.7. Per non appesantire il disegnoabbiamo omesso gli ar
hi us
enti da Lm, 
osì 
ome abbiamo omesso l'ar
o �ttizio (t, s).
on A+
(Ns,Nt)

e A−(Ns,Nt)
gli ar
hi diretti e inversi 
he attraversano il taglio, ovvero

A+
(Ns,Nt)

= {(i, j) ∈ A| i ∈ Ns, j ∈ Nt} ,

A−(Ns,Nt)
= {(j, i) ∈ A| j ∈ Nt, i ∈ Ns} ,abbreviamo la notazione 
on A+ e A− quando il taglio (Ns, Nt) risulta 
hiaro dal 
ontesto.Si de�nis
e 
apa
ità del taglio la quantità

u(Ns,Nt) =
∑

(i,j)∈A+

uij −
∑

(j,i)∈A−

uji.Enun
iamo senza dimostrazione il seguente risultato.Teorema III.1 (Flusso Massimo-Taglio Minimo). Il massimo valore dei �ussi am-missibili su G = (N,A) dalla sorgente s ∈ N alla destinazione t ∈ N è pari alla minimadelle 
apa
ità dei tagli (Ns, Nt). �Il teorema pre
edente è di notevole importanza per dimostrare la 
orrettezza degli algo-ritmi 
he dis
uteremo, e può essere riparafrasato di
endo 
he, dato un �usso ammissibile
x, ogni volta 
he esiste un taglio (Ns, Nt) 
on 
apa
ità pari al �usso totale2 
he stiamospedendo, allora quello è un taglio di 
apa
ità minima e il �usso è massimo.2Ri
ordiamo 
he il �usso totale spedito da s a t è pari al �usso xts spedito sull'ar
o �ttizio.Equivalentemente, esso è pari a ∑

(s,j)∈FS(s)

xsj ,o an
he a ∑

(i,t)∈BS(t)

xit.



18 � III.3 - APPLICAZIONI AL PROBLEMA DEL FLUSSO MASSIMOIII.3.2 Algoritmi risolutiviEsistono diversi algoritmi risolutivi per il problema del �usso massimo, di seguito nedes
riveremo al
uni. É utile introdurre la nozione di grafo residuale, 
he verrà impiegatanegli algoritmi 
he verranno presentati.Dato un grafo G = (N,A) 
on 
apa
ità sugli ar
hi u, e dato un �usso x 
he rispetti ivin
oli di 
apa
ità (ma non ne
essariamente quelli di 
onservazione del �usso), si de�nis
egrafo residuale il grafo GR(x) = (N,AR(x)), dove
AR(x) = A+

R(x) ∪ A−R(x),

A+
R(x) = {(i, j) ∈ A|xij ≤ uij} ,

A−R(x) = {(j, i)| (i, j) ∈ A, xij ≥ 0} ,dunque A+
R(x) è l'insieme degli ar
hi di G non saturi, mentre A−R(x) e l'insieme degli ar
hidiretti in verso opposto agli ar
hi di G su 
ui s
orre un �usso. Nel seguito s
riveremosempli
emente AR, A+ e A− in luogo di AR(x), A+

R(x) e A−R(x) quando il �usso x in
onsiderazione risulterà 
hiaro dal 
ontesto.Agli ar
hi del grafo residuale è possibile assegnare una 
apa
ità residuale
r = (rij)(i,j)∈AR

,de�nita ponendo
rij =

{
uij − xij se (i, j) ∈ A+ (ovvero se xij ≤ uij)
xji se (i, j) ∈ A− (ovvero se xij > 0)

(III.3)In sintesi, il grafo residuo 
ontiene al più due �rappresentanti� per ogni ar
o (i, j) ∈ A:un primo appartenente ad A+ diretto 
ome (i, j), la 
ui 
apa
ità residua rij rappresentaquanto �usso può essere ulteriormente spedito su (i, j) nel grafo originale; un se
ondoar
o appartenente ad A− diretto in verso opposto rispetto a (i, j), la 
ui 
apa
ità residua
rij rappresenta di quanto è possibile diminuire il �usso su (i, j) nel grafo originale.III.3.2.1 Algoritmi basati sui 
ammini aumentantiQuesta 
lasse di algoritmi è motivata dal seguente risultato.Proposizione III.2. Dato un grafo G = (N,A) 
on 
apa
ità u ed un �usso ammissibile
x, i seguenti due 
asi sono mutuamente es
lusivi:
• esiste un 
ammino da s a t in GR(x),
• esiste un taglio (Ns, Nt) sul grafo residuale GR(x) tale 
he3 A+

(Ns,Nt)
= ∅. �3É importante sottolineare 
he il taglio è riferito al grafo residuale, dunque A+

(Ns,Nt)
= ∅ signi�
a 
henon esistono ar
hi del grafo residuale 
he attraversano il taglio da Ns verso Nt.



III - TECNICHE DI VALUTAZIONE DI COMPLESSITÀ AMMORTIZZATA 19Alla lu
e del teorema III.1, la proposizione pre
edente a�erma 
he esiste un 
amminodalla sorgente alla destinazione sul grafo residuale se e solo se il �usso attuale x non èmassimo.Si de�nis
e 
ammino aumentante un per
orso
P = [(s, n1), (n1, n2), ..., (nk−1, nk), (nk, t)]su GR(x) 
he porti da s a t. Si di
e 
apa
ità del 
ammino aumentante P la quantitàpositiva

θP = min {rij| (i, j) ∈ P} .Trovato un 
ammino aumentante P è possibile in
rementare il �usso totale spedito da sa t, modi�
ando x nel modo seguente:
xij ← xij + θP se (i, j) ∈ A+

R(x),
xji ← xji − θP se (i, j) ∈ A−R(x).

(III.4)É fa
ile veri�
are 
he 
osì fa
endo si 
ontinua ad ottenere un �usso ammissibile.Fatte queste premesse è possibile fornire l'algoritmo CamminiAumentanti per larisoluzione del problema del �usso massimo mediante l'aumento di �usso sui 
amminiaumentanti. Lo pseudo
odi
e ri
hiama le pro
edure InviaFlusso e Aggiorna: la primain
rementa il �usso inviato sul 
ammino di G 
orrispondente al 
ammino aumentante Pin GR 
osì 
ome indi
ato nella (III.4), la se
onda ri
ostruis
e il grafo residuale del �usso
x appena modi�
ato.Algoritmo III.3 CamminiAumentanti(G, x)1: x← 02: Costruis
i(GR(x))3: while ∃ 
ammino P da s a t in GR(x) do4: θP ← min {rij| (i, j) ∈ P}5: InviaFlusso(θ, P )6: Aggiorna(GR(x))In realtà l'algoritmo fornito andrebbe 
ompletato, in quanto non spe
i�
a 
ome fare adeterminate il 
ammino aumentante P (riga 3). Così enun
iato, esso è noto in letteratura
ome algoritmo di Ford-Fulkerson. Senza al
una indi
azione sulla s
elta di P possonoesistere al
uni gra� �patologi
i� in 
ui la 
omplessità 
omputazionale della pro
eduradiventa esponenziale. Naturalmente è possibile, spe
i�
ando la s
elta di P , ottenererisultati migliori in termini di 
omplessità: l'algoritmo di Edmons-Karp seleziona P 
ome
ammino più 
orto da s a t, ed ha una 
omplessità dell'ordine di O(m2n), dove m = |A| e
n = |N |; altre due versioni dell'algoritmo, note rispettivamente 
ome algoritmo di Dini£e algoritmo dei 3 indiani hanno inve
e una 
omplessità dell'ordine di O(n2m).Osservazione III.1. Nel seguito del 
apitolo, salvo diversa indi
azione, utilizzeremosempre la seguente notazione

n = |N | , m = |A| ,dove (N,A) è il grafo 
on 
ui si sta lavorando. �



20 � III.3 - APPLICAZIONI AL PROBLEMA DEL FLUSSO MASSIMOIII.3.2.2 Algoritmo di Capa
ity S
alingRimanendo sempre nell'ambito degli algoritmi basati sui 
ammini aumentanti, vorremmoun algoritmo 
he s
egliesse 
ammini aumentanti di 
apa
ità residua elevata, in modo davelo
izzare il raggiungimento dell'ottimo. Tuttavia, la ri
er
a su grafo di un 
amminoa 
apa
ità massima è un problema 
he 
omporta un 
al
olo più oneroso rispetto allas
elta di un 
ammino qualsiasi, dunque dovremo a

ontentar
i di s
egliere di volta involta 
ammini aumentanti approssimativamente vi
ini al 
ammino di 
apa
ità residuamassima, ma 
he possano essere ri
avati rapidamente. Questa è l'idea 
he sta alla basedell'algoritmo di Capa
ity S
aling, 
he ora des
riveremo più dettagliatamente.Dato un grafo G = (N,A) 
on 
apa
ità sugli ar
hi u ed un �usso ammissibile x,indi
hiamo 
on GR(x, ∆) il grafo residuo �ltrato degli ar
hi di 
apa
ità residua minore di
∆: in altre parole si ha GR(x, ∆) = (N,AR(x, ∆)), dove

AR(x, ∆) = {(i, j) ∈ AR(x)| rij ≥ ∆} .L'algoritmo parte ponendo ∆ pari alla 
apa
ità massima degli ar
hi di G, ri
er
ando
ammini aumentanti in GR(x, ∆), dimezzando ∆ ogniqualvolta GR(x, ∆) non 
ontengapiù al
un 
ammino aumentante. Mostriamo lo pseudo
odi
e dell'algoritmo Capa
ity-S
aling.Algoritmo III.4 Capa
ityS
aling(G, x)1: x← 02: umax ← max {uij| (i, j) ∈ A}3: ∆← 2⌊lg umax⌋4: while ∆ ≥ 1 do5: while ∃ 
ammino P da s a t in GR(x, ∆) do6: θP ← min {rij| (i, j) ∈ P}7: InviaFlusso(θ, P )8: Aggiorna(GR(x))9: ∆← ∆/2Si noti 
he nella riga 3 viene usata l'inusuale espressione
2⌊lg umax⌋,(III.5)se umax è una potenza di 2, allora

2⌊lg umax⌋ = umax,mentre in generale la (III.5) è la più grande potenza di 2 minore o uguale a umax.La 
orrettezza dell'algoritmo segue dall'osservazione 
he GR(x, 1) = GR(x), quin-di all'ultima iterazione l'algoritmo si 
omporta 
ome un qualsiasi algoritmo di 
amminiaumentanti.Analizziamo la 
omplessità della pro
edura Capa
ityS
aling. Il 
i
lo while piùesterno (righe 4÷11) viene ripetuto ⌊lg umax⌋ volte, mentre il 
orpo del 
i
lo while più
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omplessità dell'ordine di O(m). Resta da determinare unlimite superiore sul numero di volte 
he viene ripetuto il 
i
lo while più interno (righe5÷9). Supponiamo 
he ad un 
erto istante durante l'ese
uzione dell'algoritmo, 
on ∆ > 1,risulti 
he non esistono 
ammini aumentanti in GR(x, ∆). Allora dalla proposizione III.2segue 
he esiste un taglio (Ns, Nt) in GR(x, ∆) tale 
he nessun ar
o di quest'ultimo loattraversi da Ns a Nt. Dunque, nel grafo residuale non �ltrato GR(x), tutti gli ar
hi 
heattraversano il taglio da Ns a Nt hanno 
apa
ità strettamente minore di ∆, e la 
apa
ità
omplessiva non potrà superare m∆. A questo punto pro
ediamo dimezzando ∆, ovvero
∆′ =

∆

2
,e passando all'iterazione su

essiva del 
i
lo while più esterno. Supponiamo 
he il �ussomassimo x

∗ sia maggiore del �usso x 
al
olato a questo punto dell'algoritmo. Tuttavia,dal limite sulla 
apa
ità del taglio (Ns, Nt) appena dis
usso, deve risultare
x
∗ − x ≤ m∆,mentre i 
ammini aumentanti di GR(x, ∆′) avranno 
apa
ità minima maggiore o ugualea ∆′ = ∆/2: nel 
aso pessimo serviranno (m∆)/(∆/2) = 2m aumenti di �usso perraggiungere il �usso massimo x

∗, dunque il numero di iterazioni del 
i
lo while più internosarà limitato da 2m. In sintesi la 
omplessità dell'algoritmo risulta dell'ordine di O(2m ·
m lg umax) = O(m2 lg umax). Si noti 
he lg umax è pari al massimo numero di bit ne
essariper memorizzare la 
apa
ità di un ar
o, dunque l'algoritmo risulta polinomiale rispettoalle dimensioni dell'input.III.3.2.3 Limiti degli algoritmi basati sui 
ammini aumentantiL'invariante degli algoritmi basati sui 
ammini aumentanti è 
he in ogni istante durantel'ese
uzione mantengono un �usso x 
he risulta ammissibile. Se questo ha il vantag-gio 
he in ogni istante possiamo interrompere l'algoritmo e a

ontentar
i della soluzioneapprossimata �nora trovata, per 
ontro ha lo svantaggio 
he su 
erti gra� mal 
ongeg-nati la 
onvergenza verso l'ottimo si rivela estremamente lenta. Prendiamo ad esempio ilgrafo in �gura III.3. Per k molto grande, un algoritmo basato sui 
ammini aumentantiprodurrebbe degli aumenti di �usso di un'unità alla volta, ognuno dei quali 
omportal'attraversamento di un numero elevato di ar
hi, raggiungendo 
osì il �usso massimo 
onnotevole lentezza.III.3.2.4 Algoritmi basati sui pre�ussiPer ottenere prestazioni migliori rispetto agli algoritmi basati sui 
ammini aumentanti,rinun
iamo a mantenere un �usso ammissibile in ogni istante durante la ri
er
a del �ussomassimo, rilassando in maniera opportuna i vin
oli di 
onservazione del �usso.Vale la pena spendere qual
he parola per illustrare l'idea della 
lasse di algoritmi 
heverrà presentata. Consideriamo il grafo di �usso su 
ui vogliamo lavorare in analogia 
onuna rete di �usso in 
ui s
orre un �uido: tutti i nodi del grafo rappresentano dei serbatoi di�uido di 
apa
ità in�nita, mentre gli ar
hi della rete rappresentano dei 
ondotti, 
apa
i di
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Figura III.3. Esempio di grafo sul quale risulta ine�
iente la ri
er
a del �usso massimo mediante metodibasati sui 
ammini aumentanti.
una 
erta portata, nei quali il �uido può s
orrere da un serbatoio al su

essivo. L'obiettivo
he vogliamo 
onseguire è quello di inviare la massima quantità di �usso del �uido dalnodo sorgente s (
he �produ
e� il �uido) al nodo destinazione t (
he �
onsuma� il �uido),in modo 
he tutti i serbatoi dei nodi intermedi siano vuoti, ovvero non a

umulino �uido.Immaginiamo inoltre 
he ogni nodo della rete sia montato su di una piattaforma, 
he puòessere sollevata in modo da poter spingere (push) il �uido verso i nodi adia
enti ad altezzainferiore. In generale il �usso di �uido da un nodo verso un altro nodo più elevato puòessere positivo, ma l'operazione di push del �uido si e�ettua sempre da un nodo verso unaltro ad altezza inferiore.L'algoritmo parte impostando tutti i nodi ad altezza 0, ad e

ezione del nodo sorgente s
he viene posto ad altezza n, dove, lo ri
ordiamo, indi
hiamo 
on n il numero di nodi dellarete. Inizialmente inviamo (
on una push) da s ai nodi adia
enti la massima quantità di�usso spedibile, 
ioè tale da saturare la 
apa
ità degli ar
hi us
enti da s. I nodi adia
entidi s a

umuleranno temporaneamente il �usso entrante nel loro serbatoio, ed in seguitolo spediranno verso i nodi a loro adia
enti ad altezza inferiore. Nel momento in 
ui i soliar
hi non saturi 
ollegano verti
i a pari altezza, vengono innalzati i nodi di partenza ditali ar
hi, in modo da poter spingere il �uido verso i nodi di arrivo degli ar
hi. Iterandola pro
edura, tutto il �uido spedibile al nodo destinazione t verrà inviato ad esso. Restasolo da regolare il �usso nella rete in modo 
he il serbatoio di ogni nodo sia vuoto. Per farquesto vengono sollevati i nodi interni della rete (potenzialmente ogni nodo diverso da s e
t può essere sollevato), in modo da rispedire alla sorgente s il �usso in e

esso a

umulatonei vari serbatoi.Veniamo ora alla formalizzazione dell'algoritmo, 
omin
iando 
on l'introdurre un po'di notazione. D'ora in avanti indi
heremo 
on G = (N,A) un grafo avente 
apa
ità sugliar
hi u, e 
i proporremo di risolvere il problema di �usso massimo tra in nodo sorgente
s ∈ N e il nodo destinazione t ∈ N . Un �usso x è detto pre�usso quando rispetta le
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0 ≤ xij ≤ uij, ∀(i, j) ∈ A,(III.6)
∑

(j,i)∈BS(i)

xji −
∑

(i,j)∈FS(i)

xij ≥ 0, ∀i ∈ N \ {s, t} .(III.7)Dunque nel de�nire un pre�usso abbiamo rilassato il vin
olo di 
onservazione del �usso,limitando
i a ri
hiedere 
he il �usso entrante in un nodo non superi quello us
ente.Osservazione III.2. Rispetto alla de�nizione di �usso ammissibile, ora i nodi sorgente
s e destinazione t vengono trattati 
ome nodi �privilegiati�, in quanto sono �esonerati� dalrispettare la (III.7): 
osì fa
endo non è più ne
essario avere un ar
o �ttizio 
he 
olleghi ta s. �De�niamo ora la funzione e

esso e : N → R

+, 
he asso
ia ad ogni nodo i ∈ N un valorenon negativo, 
ome
e(i) :=

∑

(j,i)∈BS(i)

xji −
∑

(i,j)∈FS(i)

xij.Si noti 
he se x è un pre�usso la (III.7) impone 
he e(i) ≥ 0 per ogni nodo i. Un nodo
i ∈ N è detto attivo quando e(i) > 0. Un pre�usso è un �usso ammissibile se e solo senessun nodo è attivo, ovvero se e solo se ogni nodo rispetta la (III.7) all'uguaglianza.Chiamiamo eti
hettatura (o altezza) una funzione h : N → N, 
he asso
i ad ogni nodoun numero intero non negativo4. Un'eti
hettatura si di
e 
ompatibile 
on il pre�usso xquando

h(s) = n,

h(t) = 0,

h(i) ≤ h(j) + 1 ∀(i, j) ∈ AR(x),dove al solito indi
hiamo 
on GR(x) = (N,AR(x)) il grafo residuale di G rispetto alpre�usso x. Ri
ordiamo an
he 
he 
on r si indi
a il vettore delle 
apa
ità residuali degliar
hi in AR(x), de�nite dalla (III.3).D'ora in poi quando parleremo di un'eti
hettatura h daremo per s
ontato 
he sia
ompatibile 
on x. Un ar
o (i, j) ∈ AR(x) è detto ammissibile quando soddisfa le seguenti:
h(i) = h(j) + 1,

rij > 0.Vista la 
ompli
atezza dell'algoritmo, ai �ni della sua 
omprensione, lo spezzeremo indiverse subroutine, per poi fornire la pro
edura prin
ipale PushPreflow. Per migliorarela leggibilità tralas
iando i dettagli, assumiamo 
he ad ogni modi�
a del pre�usso xvengano automati
amente aggiornati il grafo residuale GR(x) e la funzione e

esso e(·).La prima fase dell'algoritmo 
onsiste nell'assegnare un'eti
hettatura h a tutti i nodi di
G e un pre�usso x. Pro
ediamo esattamente 
ome des
ritto nell'introduzione informaledis
ussa a inizio sezione, formalizzata nella pro
edura Prepro
essing.4In letteratura si trova impiegato il simbolo N per denotare l'insieme dei naturali munito o non munitodello zero. Noi assumeremo la prima, ovvero N = {0, 1, 2, ...} .



24 � III.3 - APPLICAZIONI AL PROBLEMA DEL FLUSSO MASSIMOAlgoritmo III.5 Prepro
essing()1: x← 02: h(s)← n3: for all i ∈ N \ {s} do4: h(i)← 05: for all (s, i) ∈ FS(s) do6: xsi ← usiSi noti 
he l'eti
hettatura prodotta h è 
ompatibile 
on x, infatti i soli lati (i, j) per
ui risulta h(i) > h(j) + 1 sono gli ar
hi us
enti da s (dunque i = s), i quali sono statisaturati, dunque non fanno parte di AR(x).Veniamo alla Push, il 
ui 
ompito è quello di inviare del �usso da un nodo attivo iverso un nodo j tale 
he h(i) = h(j) + 1 (i.e. tale 
he l'invio sia in dis
esa). Lo s
opodella Push è quello di diminuire il più possibile e(i) (i.e. di svuotare il più possibile ilserbatoio di i) nel rispetto dei vin
oli di 
apa
ità del pre�usso: la quantità δ inviata saràdunque pari al più pi

olo valore tra e(i) e la 
apa
ità residua rij dell'ar
o (i, j), ovvero
δ = min(e(i), rij).Dunque, per
hé sia eseguibile Push(i, j) è ne
essario 
he i sia un nodo attivo (e(i) > 0),
he (i, j) abbia 
apa
ità strettamente positiva (rij > 0), e in�ne 
he i sia più in alto di j(h(i) = h(j) + 1).Se δ = rij la push è detta saturante, al 
ontrario se δ = e(i) la push è detta nonsaturante.Algoritmo III.6 Push(i, j)Require: e(i) > 0, rij > 0, h(i) = h(j) + 11: δ ← min(e(i), rij)2: if (i, j) ∈ A+

R(x) then3: xij ← xij + δ4: else if (i, j) ∈ A−R(x) then5: xji ← xji − δSe nel grafo residuale i nodi adia
enti ad un nodo attivo i sono tutti ad altezza maggioreo uguale di h(i), pro
ederemo a rieti
hettare i (i.e. innalzare la piattaforma di i) in modo
he la sua eti
hetta sia strettamente maggiore della più pi

ola eti
hetta dei nodi adia
enti,ovvero:
h(i)← 1 + min {h(j)| (i, j) ∈ AR(x)}La prossima subroutine è motivata dal seguente risultato.Lemma III.3. Su ogni nodo attivo i è possibile appli
are Push(i) oppure rieti
hettare i.Dimostrazione. Per ogni (i, j) ∈ AR(x) deve risultare h(i) ≤ h(j) + 1, per de�nizione dieti
hettatura 
ompatibile 
on x. Se non si può appli
are Push(i), allora deve essere h(i) <

h(j) + 1, ed essendo h(i) intero risulta h(i) ≤ h(j), e dunque i può essere rieti
hettato. �



III - TECNICHE DI VALUTAZIONE DI COMPLESSITÀ AMMORTIZZATA 25A questo punto siamo pronti per fornire la Push/Relabel, 
he e�ettua un'operazionetra push e rieti
hettatura su un nodo attivo i.Algoritmo III.7 Push/Relabel(i)Require: e(i) > 01: if ∃ ar
o ammissibile (i, j) ∈ AR(x) then2: Push(i, j)3: else4: h(i)← 1 + min {h(j)| (i, j) ∈ AR(x)}La pro
edura prin
ipale dell'intero algoritmo, 
he prende il nome di algoritmo Push-Pre�ow, è la PushPreflow. Si noti 
he, 
osì 
ome per l'algoritmo di Ford-Fulkerson,an
he qui la pro
edura non è 
ompletamente spe
i�
ata: a se
onda del 
riterio seguitoper s
egliere il nodo i nella riga 2, la 
omplessità 
omputazionale dell'algoritmo risultadiversa. Si noti 
he, inve
e, la 
orrettezza non dipende da 
ome viene s
elto il nodo i.Algoritmo III.8 PushPreflow()1: Prepro
essing2: while ∃ i ∈ N \ {s, t} : e(i) > 0 do3: Push/Relabel(i)
s 2

1
t

43 3 51
h1 = 0

hs = 4 ht = 0

h2 = 0Figura III.4. Grafo di �usso dell'esempio III.8. A

anto ad ogni nodo 
ompare l'eti
hettatura iniziale,
osì 
ome viene assegnata dalla Prepro
essing. Tale pro
edure assegna an
he il �ussoiniziale x nullo su tutti gli ar
hi salvo 
he in quelli us
enti da s, 
he vengono saturati:
xs1 ← 4, xs2 ← 3.Esempio III.8. Si 
onsideri il grafo di �usso in �gura III.4. La �gura III.5 mostra i passie�ettuati dall'algoritmo PushPreflow per trovare il �usso massimo. �
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s 2

1
t

43 3 15es = 7,
hs = 4

et = 0,
ht = 0

e2 = 3, h2 = 0

e1 = 4, h1 = 0

s 2
1

t

h2 ← 1, x2t ← 1

es = 7,
hs = 4

et = 1,
ht = 0

e2 = 2, h2 = 1

e1 = 4, h1 = 0

xs1 ← 4, xs2 ← 3

43 13 5

s 2
1

t
es = 7,
hs = 4

et = 1,
ht = 0

e2 = 0, h2 = 1

e1 = 6, h1 = 0

s 2
1

t

h1 ← 1, x1t ← 5

es = 7,
hs = 4

et = 6,
ht = 0

e2 = 0, h2 = 1

e1 = 1, h1 = 1

x21 ← 2

43 51 2 1 43 511 2

s 2
1

t

h1 ← 5, xs1 ← 3

es = 6,
hs = 4

et = 6,
ht = 0

e2 = 0, h2 = 1

e1 = 0, h1 = 5512 1

(a) (b)

(
) (d)

(h)h1 ← 4, x21 ← 1(g) h2 ← 3, x21 ← 2(f) h1 ← 2, x21 ← 1(e) 42 1
Figura III.5. Passaggi dell'algoritmo PushPreflow sul grafo di �gura III.4. I passi (a),...,(h) mostra-no il grafo residuale 
orrente, mentre sotto ogni grafo sono mostrate (
on sottolineatura)le istruzioni di push o rieti
hettatura eseguite.



III - TECNICHE DI VALUTAZIONE DI COMPLESSITÀ AMMORTIZZATA 27III.3.2.5 Correttezza dell'algoritmo Push-Pre�owIn questa sezione dimostreremo 
he, quando termina, la pro
edura PushPreflow for-nis
e un �usso ammissibile massimo. La terminazione dell'algoritmo verrà inve
e dis
ussaassieme alla sua 
omplessità nelle prossime sezioni.Per arrivare al risultato 
he 
er
hiamo, 
i serviremo di al
uni lemmi preliminari.Lemma III.4. Se x è un pre�usso e h è un'eti
hettatura 
ompatibile 
on x, allora nonesiste al
un 
ammino da s a t nel grafo residuale GR(x).Dimostrazione. Dalla de�nizione di eti
hettatura 
ompatibile risulta
h(i) ≤ h(j) + 1 ∀(i, j) ∈ AR(x),unito ai vin
oli h(s) = n e h(t) = 0, quindi un qualsiasi per
orso da s a t in GR(x) sarà
ostituito da almeno n ar
hi. Inoltre in un grafo esiste un per
orso tra due nodi se e solo se esisteun per
orso sempli
e (ovvero senza nodi ripetuti) tra quei due nodi, ed un per
orso sempli
e inun grafo 
on n nodi può essere lungo al più n− 1 nodi. Dunque non esiste un per
orso sempli
eda s a t in GR(x), e nemmeno un per
orso generale. �Lemma III.5. Durante l'ese
uzione di PushPreflow, per ogni nodo i ∈ N , l'altezza

h(i) non de
res
e mai, e quando 
res
e aumenta di almeno una unità.Dimostrazione. h(i) 
ambia solo quando il verti
e i viene rieti
hettato, il 
he avviene solo se
h(i) ≤ h(j) per ogni j ∈ AR(x), e h(i) viene posta a 1 + min {h(j)| (i, j) ∈ AR(x)}, dunque
res
e di almeno 1. �Lemma III.6. Durante l'ese
uzione di PushPreflow, la funzione h è un'eti
hettatura
ompatibile 
on x.Dimostrazione. Al termine del prepro
essing h è un'eti
hettatura 
ompatibile 
on x. Restada dimostrare 
he rimane tale quando varia x oppure h.Consideriamo la rieti
hettatura di un nodo i. Per ogni (i, j) ∈ AR(x) al termine dellarieti
hettatura risulta h(i) ≤ h(j) + 1, mentre per ogni (k, i) ∈ AR(x) risulta h(k) ≤ h(i) + 1,ed essendo 
he h(i) 
res
e di almeno 1 (
fr. lemma III.5), dopo la rieti
hettatura risulta h(k) <
h(i) + 1. Dunque la rieti
hettatura mantiene la 
ompatibilità.Per quanto riguarda la push su un nodo i, se è saturante fa sparire l'ar
o interessato da AR(x).Se non è saturante potrebbe aggiungere l'ar
o (i, j) a AR(x), ma per poter essere eseguita deverispettare h(i) = h(j) + 1, dunque h(j) = h(i)− 1 < h(i) + 1. �Il risultato 
he 
er
hiamo è il seguente.Teorema III.7. Alla terminazione, l'algoritmo PushPreflow fornis
e un �usso am-missibile massimo.Dimostrazione. É fa
ile veri�
are 
he per tutta la durata dell'algoritmo PushPreflow il�usso x è un pre�usso, infatti lo è al termine del prepro
essing e 
ontinua ad esserlo a seguitodelle push. Alla terminazione tutti i nodi hanno e

esso nullo, quindi il pre�usso x rispetta ivin
oli di 
onservazione, e dunque è un �usso ammissibile. Essendo 
he, per il lemma III.6, h èun'eti
hettatura 
ompatibile 
on x, per il lemma III.4 ne 
onsegue 
he non esiste al
un per
orsoda s a t in GR(x). Allora per il Teorema del Flusso Massimo-Taglio Minimo (teorema III.1) xè un �usso massimo ammissibile. �



28 � III.3 - APPLICAZIONI AL PROBLEMA DEL FLUSSO MASSIMOIII.3.2.6 Analisi di 
omplessità dell'algoritmo Push-Pre�owAnalizziamo ora la 
omplessità dell'algoritmo PushPreflow. Per valutarla 
er
hiamodi determinare quante volte vengono eseguite le tre operazioni di rieti
hettatura e di push,saturante e non saturante. Per fa
ilitare l'analisi 
i serviamo del seguente lemma.Lemma III.8. Consideriamo un grafo G = (N,E) 
on sorgente s e sia x un pre�usso.Allora, per ogni nodo attivo i esiste un 
ammino sempli
e da s a i nel grafo residuale
GR(x).Dimostrazione. Per ogni nodo attivo i, sia I = {j : ∃ un 
ammino da i a j in GR(x)} esupponiamo per assurdo 
he s /∈ I. Sia inoltre Ī = N \ I. Per ogni 
oppia di verti
i k ∈ Ī e j ∈ Ivale 
he xkj ≤ 0. Infatti, se fosse xkj > 0, avremmo xjk < 0 e dunque rjk = ujk−xjk > 0. Quindiesisterebbe un ar
o (j, k) ∈ GR(x) e un 
ammino da i a k passante per j in 
ontraddizione 
onl'ipotesi 
he k ∈ Ī. Da 
iò deriva 
he xĪI ≤ 0, poi
hè ogni termine della sommatoria è negativoo nullo e quindi

e(I) = xNI = xĪI + xII = xĪI ≤ 0.Poi
hè gli e

essi sono per de�nizione non negativi, segue e(i) = 0 per ogni i ∈ I ⊆ N \ {s}. Inparti
olare abbiamo e(i) = 0, in 
ontraddizione 
on l'ipotesi 
he i è un nodo attivo. �Ora 
er
hiamo un bound an
he per le altezze dei verti
i e per il numero di rieti
hettaturee�ettuate dall'algoritmo nel 
orso della sua ese
uzione.Lemma III.9. Durante l'ese
uzione di PushPreflow su G(N,E) risulta h(i) ≤ 2n−1,
on n = |N |.Dimostrazione. Per i nodi sorgente e destinazione la relazione è veri�
ata in 
onseguenzadell'eti
hettatura 
ompatibile 
on il pre�usso. Consideriamo i restanti verti
i. L'eti
hetta delnodo i 
ambia quando viene eseguita Relabel(i), 
he ha 
ome requisito e(i) > 0. Per illemma III.8 esiste un 
ammino sempli
e p da i alla sorgente s in GR(x). Il 
ammino è 
ompostodai nodi v0, v1, . . . , vk 
on k ≤ n − 1. Dal lemma III.4 abbiamo 
he h(vi) ≤ h(vi−1) + 1 edespandendo le disuguaglianze lungo il 
ammino p otteniamo
h(i) = h(v0) ≤ h(vk) + k ≤ h(s) + (n− 1) = 2n− 1. �Come 
onseguenza del lemma III.9 abbiamoLemma III.10. Durante l'ese
uzione di PushPreflow su G(N,E) 
on n = |N |, ilnumero di operazioni di rieti
hettatura è al massimo 2n − 1 per ogni verti
e e in totaleinferiore a 2n2.Dimostrazione. Come detto in pre
edenza, le rieti
hettature possono essere e�ettuate per inodi i ∈ N \ {s, t}. La Relabel(i) in
rementa h(i). Inizialmente h(i) = 0 e 
res
e al massimo�no a 2n − 1. Quindi ogni verti
e viene rieti
hettato al più 2n − 1 volte e in totale abbiamo

(2n− 1)(n− 2) ≤ 2n2 operazioni di Relabel(i). �Per quanto riguarda le push abbiamoLemma III.11. Il numero di push saturanti è O(nm).



III - TECNICHE DI VALUTAZIONE DI COMPLESSITÀ AMMORTIZZATA 29Dimostrazione. Supponiamo di aver eseguito Push(i, j) (
ontiamo le push saturanti da i a jinsieme a quelle da j a i). Nel grafo residuale non avremo più l'ar
o (i, j) ma solo quello (j, i).Avremo h(j) = h(i) − 1. A�n
hè avvenga un'altra Push(i, j) l'algortimo deve prima spedire�usso da j a i ma questo non può a

adere per
hè (j, i) non è ammissibile: per
hè lo diventi h(j)deve aumentare di almeno 2, visto 
he h(i) non diminuis
e mai durante l'ese
uzione. An
he h(i)deve 
res
ere di almeno 2 durante le push saturanti tra j e i. Ma dal lemma III.9 sappiamo 
he
h(k) ≤ 2n− 1 e dunque il numero di volte 
he l'altezza di un verti
e può 
res
ere di 2 è inferiorea n. Si

ome almeno una tra h(i) e h(j) deve aumentare di 2 tra le push saturanti tra i e j, ilnumero di push saturanti per ogni verti
e risulta inferiore a 2n. In totale, 
onsiderando tutti gliar
hi del grafo (|E| = m), abbiamo un bound superiore di 2nm. �Lemma III.12. Il numero di push non saturanti è O(n2m).Dimostrazione. Utilizziamo le te
ni
he di valutazione della 
omplessità ammortizzata viste inpre
edenza, in parti
olare il metodo del potenziale (
fr. sezione III.2.3). De�niamo la funzionepotenziale

Φ(x, h) =
∑

i: e(i)>0

h(i)Vediamo ora l'e�etto delle tre operazioni possibili sulla funzione potenziale. Quando si e�ettuauna Relabel(i), Φ(x, h) 
res
e di almeno una unità, dal lemma III.9 sappiamo 
he h(i) ≤
2n− 1, dunque globalmente il 
ontributo è di (2n− 1)n, ordine O(n2). An
he la push saturantein
rementa Φ(x, h). Supponiamo di avere l'ar
o (i, j) in GR(x). Per e�ettuare la push saturantedeve essere e(i) > 0. Dopo l'ese
uzione di Push(i, j), e(i) si mantiene positiva e non aggiunge
ontributo, mentre e(j) aumenta di una 
erta quantità δ. Nel 
aso pessimo questo in
rementosarà pari a 2n− 1 e quindi moltipli
ato per il numero di push saturanti dà un 
ontributo globaledi (2n − 1)(2nm) pari a O(n2m). Dimostriamo ora 
he una push non saturante da i a j fadiminuire la funzione potenziale di almeno una unità. Prima della push non saturante e(i) > 0,mentre non abbiamo vin
oli per e(j). Dopo la push i non è più attivo, mentre j lo deve essere,almeno 
he non sia la sorgente della rete. Quindi Φ(x, h) diminuis
e di esattamente h(i) unitàed aumenta di 0 o h(j). Essendo h(i) = h(j)− 1, globalmente abbiamo

Φ(x, h) = Φ(x, h)− h(i) + h(j) = Φ(x, h)− 1. �Teorema III.13. La 
omplessità di PushPreflow è O(n2m).Dimostrazione. Nel 
orso dell'algoritmo gli in
rementi sono nell'ordine di O(n + n2m) e ide
rementi nell'ordine di O(n2m). La 
omplessità di PushPreflow è dunque O(n2m) �Dall'analisi , la 
omplessità di PushPreflow risulta migliore rispetto a quella del-l'algoritmo di Edmons-Karp, e questo senza aver de�nito in al
un modo la s
elta dell'ar
oammissibile. Goldberg e Tarjan proposero un algoritmo di 
omplessità dell'ordine di
O(n3). Alla base dell'algoritmo da loro proposto vi sono le seguenti modi�
he:
• La s
elta dell'ar
o ammissibile in Push/Relabel avviene 
on una s
ansione 
i
li
a,in 
ui si tiene tra

ia dell'ultimo ar
o non saturo 
he si è s
elto in pre
edenza,evitando di ri
onsiderare ar
hi saturi.
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• In PushPreflow si s
eglie sempre il nodo di altezza massima. Questo ri
hiede l'usodi parti
olari strutture dati di sempli
e implementazione, 
he portano la 
omplessitàa O (n2

√
m). Dalle re
enti analisi sperimentali questa variante risulta tra le piùe�
ienti in prati
a.III.3.2.7 Tru

hi implementativi per gli algoritmi di Push-Pre�owSe si implementa in prati
a l'algoritmo si possono utilizzare al
uni �tru

hi�. L'altezza

h(i) rappresenta per ogni nodo una stima per difetto della lunghezza del 
ammino da i alnodo terminale t se h(i) < n, oppure da i al nodo sorgente, se h(i) > n. Si può migliorarel'algoritmo fa
endo di tanto in tanto una visita nel grafo residuale, valutando esattamentele distanze: questo provo
a un aggravio dell'ordine di O(m). In parti
olare si e�ettua unarieti
hettatura esatta quando h(i) = n, in modo da individuare prima possibile il taglio
(Ns, Nt), 
he rappresenta il limite per il nodo i, 
he non può più mandare �usso verso
t. Questa operazione ha un 
osto di O(m). Un ulteriore tru

o 
onsiste nel mettere ins
ala le eti
hette asso
iate 
on il loro nodo, ordinandole da 0 a 2n − 1. Per rispettare la
ompatibilità delle altezze 
on il pre�usso, l'ordinamento tra le h(i) deve essere 
ontinuo,non 
i può essere un salto tra l'altezza h(k) e h(k) + 1. Nel momento in 
ui si veri�
aquesta 
ondizione, di fatto si è determinato un taglio e si possono spostare le eti
hette (equindi i nodi) in fondo alla lista per
hè non esisterà un 
ammino nel grafo residuale.III.3.3 Flusso massimo parametri
oIl problema del �usso massimo parametri
o rappresenta una generalizzazione del problemadel �usso massimo, in 
ui le 
apa
ità degli ar
hi non hanno un valore 
ostante, bensì sonofunzioni lineari di un parametro λ, pertanto an
he il �usso risulterà funzione di λ. Vediamoun esempio per illustrare meglio il problema.Esempio III.9 (Rete di tele
omuni
azioni). Consideriamo una rete di tele
omuni
azioni,des
ritta da un grafo G(N, E), e immaginiamo di dover testare ogni ar
o della rete periodi
amenteper veri�
are il suo funzionamento. Asso
iamo quindi ad ogni ar
o un valore αij 
he rappresentail numero di test da e�ettuare sull'ar
o (i, j). Il test può essere e�ettuato da ogni nodo estremodel link, pertanto si può asso
iare un valore βi 
he dà una misura della potenza di 
al
olo delnodo, 
ioè del numero di test 
he i può eseguire in una unità di tempo. Immaginiamo di volersapere se in una unità di tempo rius
iamo ad e�ettuare tutti i test. Possiamo ri
ondur
i ad unproblema di �usso massimo su un grafo Ĝ(N̂ , Ê) bipartito. La struttura del grafo è la seguente
• Aggiungiamo un nodo in N̂ per ogni nodo c ∈ E.
• N̂ = N ∪ {nij : (i, j) ∈ E}. In questo modo individuiamo due 
lassi N1 e N2 
herappresentano rispettivamente i nodi originari della rete e i nuovi nodi derivati dai linkesistenti nella rete.
• Aggiungiamo un nodo sorgente s e un nodo destinazione t.
• Colleghiamo il nodo s 
on tutti i nodi di N1

• Colleghiamo ogni nodo i ∈ N1 
on i nodi nij ∈ N2.
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s

i

j

t

µsi(λ)

µij(λ)

µjt(λ)Figura III.6. Grafo della rete di tele
omuni
azioni 
on 
apa
ità parametri
he.
• Ogni ar
o (s, i) 
on i ∈ N1 ha 
ome 
apa
ità la potenza di 
al
olo del nodo i.
• Ogni ar
o (j, t) 
on j ∈ N2 ha 
ome 
apa
ità αij .
• Gli ar
hi (i, j) hanno 
apa
ità in�nita.Costruito il grafo Ĝ, il test è e�ettuabile in una unità di tempo se il �usso massimo V è pari a

∑

(i,j)∈ bE αij .Se V risulta inferiore a questo valore vuol dire 
he il test non è e�ettuabile in una unità di tempo.Si può provare a vedere se è e�ettuabile in 2 unità, raddoppiando le 
apa
ità sugli ar
hi (s, i)e risolvendo nuovamente il problema di �usso massimo. In generale si possono assegnare delle
apa
ità parametri
he λβ e 
er
are il minimo λ tale 
he
V (λ) =

∑

(i,j)∈ bE αij .

�In generale possiamo de�nire il problema 
ome ri
er
a del �usso massimo in un grafo
G(N,A) 
on s, t ∈ N e 
apa
ità

uij(λ) =






uij (i, j) : i 6= soj 6= t
usi(λ) non de
res
ente
ujt(λ) non 
res
enteNell'esempio III.9 al
uni ar
hi hanno delle 
apa
ità variabili linearmente. Consideri-amo una sequenza di valori λ0, λ1, . . . , λl. Un sempli
e algoritmo 
onsiste nel 
al
olareil �usso massimo 
on l'algoritmo PushPreflow per ogni λi, e 
on una ri
er
a binariatrovare il valore ottimo. La 
omplessità è dell'ordine di O(ln2m) (O(ln3) per la variantedi Goldberg-Tarjan). Tuttavia, è possibile realizzare un algoritmo più e�
iente.Possiamo osservare 
ome nell'esempio della rete di tele
omuni
azioni (�gura III.6) le
apa
ità µsi(λ) sono non de
res
enti in λ (µsi(λ) = λβi), le 
apa
ità µjt(λ) sono non
res
enti in λ(µjt(λ) = αj), mentre le 
apa
ità µij(λ) non dipendono da λ. Vorremmosfruttare questa osservazione ed evitare di dover ri
al
olare il �usso l volte, per ogni λi.Se 
onsideriamo il �usso xλk e il �usso xλk+1 
on λk+1 > λk, vediamo 
he, al variare di λ,le 
apa
ità degli ar
hi (s, i) aumentano, mentre quelle degli ar
hi (j, t) diminuis
ono (en-trambe possono an
he rimanere invariate). Pertanto, anzi
hè 
al
olare il �usso massimoogni volta, possiamo ottenere il nuovo valore del �usso nel seguente modo
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x

λk+1

ij =






max{xλk

ij , µij(λk+1)} se i = s

min{xλk

ij , µij(λk+1)} se j = t

xλk

ij se i 6= s e j 6= t

(III.8)Così 
al
olato, xij non è un �usso, in quanto, pur rispettando i vin
oli di 
apa
ità, nonrispetta i vin
oli di 
onservazione dei nodi interni. In ogni nodo interno, infatti, il �ussoentrante è superiore al �usso us
ente. Da questo segue 
he xij è un pre�usso, in basealle equazioni (III.6) e (III.7). Potremmo quindi appli
are l'algoritmo PushPreflowper λ1 e in seguito aggiornare i �ussi 
on la regola (III.8). Dobbiamo solo veri�
are
he le eti
hettature siano 
ompatibili, per poter appli
are l'algoritmo. Le eti
hette sono
ompatibili se
h(i) ≤ h(j) + 1 ∀(i, j) ∈ ER(x).Se lo sono prima di appli
are PushPreflow, lo sono an
he su

essivamente, infatti 
on inuovi assegnamenti potremmo solo saturare degli ar
hi (j, t), ma questo non 
ambierebbele altezze. La pro
edura base dell'algoritmo diventa la seguente.Algoritmo III.9 MaxFlow(λ1, ..., λl)1: xλ1 =PushPreflow2: for all k = 2, ..., l do3: if (i 6= s) ∧ (j 6= t) then4: xλi

ij ← x
λi−1

ij5: else if i = s then6: xλi

ij ← max{xλi−1

ij , µij(λi)}7: else if j = t then8: xλi

ij ← min{xλi−1

ij , µij(λi)}9: while ∃i : ei > 0 do10: PushRelabel(i)Vediamo ora di analizzarne la 
omplessità. La prima 
hiamata della pro
edura Push-Preflow, ha un 
osto di O(n2m) (o O(n3)), 
ome visto in pre
edenza. La parte 
entraledell'algoritmo, 
ostituita dagli assegnamenti del �usso, ha inve
e un 
osto di O(n) ad ogniiterazione. Analizziamo le su

essive 
hiamate di PushPreflow all'interno del 
i
lo for.Il 
osto delle Relabel è già in
luso nella prima 
hiamata, infatti le eti
hette non devonoessere ri
onteggiate ad ogni iterazione, e lo stesso vale per le push saturanti, in quantogli ar
hi eliminati nel grafo residuale alla prima iterazione, non sono più presenti allesu

essive. Le uni
he operazioni 
he dobbiamo 
onsiderare sono le push non saturanti. Sipuò 
reare un e

esso in ogni nodo (es
lusi s e t) e le eti
hette possono aumentare �no alvalore 2n−1. Pertanto il 
ontributo delle push non saturanti è O(n2). Complessivamentel'algoritmo ha 
omplessità O(l(n+n2)+n2m) (o O(l(n+n2)+n3)). Vogliamo ora 
er
areun modo e�
a
e di trovare la sequenza dei λ, 
he 
i permetta di non e�ettuare tuttele l iterazioni. Dal teorema III.1 sappiamo 
he il �usso massimo è equivalente al tagliodi 
apa
ità minima. Consideriamo per
iò una sequenza di tagli (Ns
1, Nt

1), . . . , (Ns
l, Nt

l)
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res
enti. Visto 
he le 
apa
ità (s, i) non possono diminuire e 
he le 
apa
ità (j, t) nonpossono aumentare è evidente 
he gli insiemi N i
s tendono ad aumentare. Si può dimostrareil seguente.Teorema III.14. Data una sequenza 
res
ente di tagli (Ns

1, Nt
1), . . . , (Ns

l, Nt
l), risulta

Ns
1 ⊆ Ns

2 ⊆ . . . ⊆ Ns
l.Idea di dimostrazione. Sappiamo 
he h(i) ≥ n se i ∈ Ns, mentre h(i) < n se i ∈ Nt. Durantel'algoritmo, grazie alle rieti
hettature, potranno aumentare delle eti
hette già in Ns e potrebberoaggiungersene al
une di Nt. Pertanto non è possibile 
he la 
apa
ità del taglio si ridu
a mane
essariamente dovrà aumentare o al più rimanere 
ostante. Questa proprietà è detta nestingproperty. �Possiamo s
rivere una relazione lineare per il �usso x(λ):

x(λ) = µ + µ(λ),dove 
on µ indi
hiamo il 
ontributo degli ar
hi interni 
he non dipende da λ e 
on µ(λ)quello degli ar
hi (s, i) e (j, t). L'obiettivo diventa quello di determinare il parametro λk
he rende minimo x(λ). Cal
oliamo il taglio Ns
1, Nt

1 al variare dei 
oe�
ienti λi. Il �ussoottenuto è lineare in λ e può essere rappresentato 
on una retta nel piano. Cal
oliamo orail taglio Ns
l, Nt

l: l'intersezione delle due rette ottenute 
i fornis
e una prima stima del λottimo 
he 
er
hiamo. In generale otteniamo una funzione lineare a tratti di 
ui vogliamo
al
olare il massimo. Se abbiamo n− 1 tratti abbiamo al più n− 2 breakpoint. Possiamoquindi utilizzare un metodo iterativo per la ri
er
a del massimo, 
he pro
ede valutandole intersezioni tra le rette.Vediamo ora un esempio di appli
azione del problema di �usso massimo in 
ui il grafoha dimensioni molto elevate (numero dei nodi nell'ordine del milione).Esempio III.10 (Separazione elementi di una immagine). Immaginiamo di avere una fo-togra�a e di voler separare gli elementi in primo piano da quelli sullo sfondo, ad esempio per
hèvogliamo rito

are i volti degli individui della foto (per esempio togliere i punti rossi degli o

hi).Se 
ostruiamo una griglia e andiamo a 
onsiderare i singoli pixel (in totale sono P ) 
he 
ostitui-s
ono l'immagine, possiamo utilizzare un algoritmo molto sempli
e per e�ettuare l'operazione.Supponiamo di disporre di due 
oe�
ienti ai e bi 
he prendono valori elevati, rispettivamente seil pixel i fa parte del soggetto dell'immagine o se il pixel i fa parte dello sfondo. Un algoritmo diseparazione, di 
omplessità O(P ), è l'algoritmo SeparazionePixel. Questo algoritmo non faAlgoritmo III.10 SeparazionePixel()1: for all i = 1, ..., P do2: if ai < bi then3: i ∈ SFONDO4: else5: i ∈ SOGGETTO
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isa dei pixel, quindi potrebbe 
apitare di assegnare un pixel all'insiemesbagliato e per
iò, ad esempio, di ritrovarsi 
on una foto imperfetta a seguito dell'elaborazione.Per ra�nare l'algoritmo teniamo 
onto della relazione di vi
inanza tra pixel, supponendo di dis-porre di un 
oe�
iente pij per ogni 
oppia di pixel adia
enti i e j 
he indi
hi una penalità in
aso di separazione dei due pixel.De�niti
A = {insieme dei pixel i del SOGGETTO},
B = {insieme dei pixel i dello SFONDO},possiamo formulare il problema in termini di programmazione lineare 
ome ri
er
a di un asseg-namento mutuamente es
lusivo dei pixel al soggetto (insieme A) oppure allo sfondo (insieme B),in modo da massimizzare la funzione q(A, B) 
osì de�nita
q(A, B) =

∑

i∈A

ai +
∑

i∈B

bi −
∑

(i,j)∈E: i∈A,j∈B

pij .La funzione q(A, B) è somma di termini positivi e negativi e noi inve
e vorremmo ri
ondur
i adun problema di minimo 
on una funzione 
omposta da termini tutti positivi. De�nito
Q =

P∑

i=1

(ai + bi),risulta
q(A, B) = Q−

∑

i∈B

ai −
∑

i∈A

bi −
∑

(i,j)∈E: i∈A,j∈B

pij = Q− q′(A, B),in 
ui Q è 
ostante. Pertanto massimizzare q(A, B) equivale a minimizzare la funzione a terminipositivi
q′(A, B) =

∑

i∈B

ai +
∑

i∈A

bi +
∑

(i,j)∈E: i∈A,j∈B

pij .A questo punto risulta naturale 
ostruire un grafo non orientato G(N, E) nel seguente modo:
• l'insieme dei nodi N 
ontiene un nodo per ogni pixel dell'immagine, più due nodi spe
iali

s e t:
N = {1, ..., P} ∪ {s, t} ,

• l'insieme degli ar
hi 
ontiene un ar
o (i, j) per ogni 
oppia di pixel adia
enti i e j, inoltreè 
ompletato aggiungendo due ar
hi (s, i) e (i, t) per ogni pixel i:
E = {(i, j)| i adia
ente j} ∪ {(s, i), (i, t)| i ∈ PIXEL} .Assegnamo un vettore 
apa
ità u agli ar
hi del grafo, tale 
he:

usi = ai, uit = bi, ∀i ∈ N \ {s, t} ,
uij = pij , ∀(i, j) ∈ E : i, j ∈ N \ {s, t} .Costruito il grafo di �usso G non resta 
he 
er
are un taglio (Ns, Nt) di 
apa
ità minima: trovatoil taglio, è fa
ile veri�
are 
he assegnando

A = Nt \ {t} ,

B = Ns \ {s} ,
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d e

b a

c(a) Multigrafo
d e

ab

c(b) Contrazione ar
oFigura III.7. Esempio di 
ontrazione di un ar
o su multigrafo.si minimizza q′(A, B). Ri
ordiamo 
he, dal teorema di Flusso Massimo-Taglio Minimo (teore-ma III.1), la 
apa
ità del taglio di 
apa
ità minima è pari al �usso massimo spedibile da s a t, euna volta trovato il �usso massimo x è possibile individuare il taglio di 
apa
ità minima visitandoil grafo residuale GR(x) (
fr. teorema III.2). Ci siamo ri
ondotti, quindi, ad un problema di�usso massimo su un grafo di grandi dimensioni. �III.3.3.1 Taglio minimo randomizzatoQuello visto nell'esempio è un tipi
o problema di separazione. Consideriamo, 
ome 
asopiù generale, un multigrafo G(V,E) 
onnesso. Dato il taglio C ⊆ E, il grafo risultante
Ĝ(V,E \ C) è non 
onnesso. Il problema 
onsiste nel trovare il taglio minimo.Un algoritmo po
o e�
iente potrebbe 
er
are il taglio minimo per ogni 
oppia di nodi,utilizzando ogni volta un algoritmo di �usso massimo. Otterremmo una 
omplessità di
O(n2n3) = O(n5). L'algoritmo proposto da Gomory-Hu ries
e a trovare il taglio minimosu un grafo 
on una 
omplessità di O(n4).Si de�nis
e 
ontrazione di un ar
o (x, y) ∈ E l'operazione 
he elimina l'ar
o dal grafoe 
ompatta i due nodi pre
edentemente 
ollegati restituendo il grafo 
ontratto5 G/(x, y).Nel 
aso di un multigrafo la 
ontrazione di un ar
o prevede l'eliminazione di tutti gli ar
hitra i due nodi estremi.Nella �gura III.7 si mostra la 
ontrazione di un ar
o. Dal grafo iniziale (Figura III.7(a)),si 
ontrae l'ar
o (a, b) ottenendo il nuovo grafo (Figura III.7(b)), in 
ui i nodi a e b sono
ompattati nel supernodo ab ed ogni ar
o (a, v) o (b, v) viene sostituito da un ar
o (ab, v).Supponendo 
he K sia il taglio di 
osto minimo 
he divide in due G, se 
ontraiamo unar
o per parte, il grafo 
he si ottiene è an
ora dello stesso tipo. Quindi, in generale,5In algebra l'operazione di 
ontrazione su gra� è frequente, e viene de�nita in termini più generalirispetto 
he nel nostro 
ontesto. In breve, dato il grafo G = (N,A), presi x, y ∈ N , e detta R la piùpi

ola relazione d'equivalenza su N 
ontenente (x, y), si de�nis
e il grafo quoziente G/R = (Ñ , Ã), dove

Ñ = (N \ {x, y}) ∪ {xy} ,
Ã = (A \ (BS(x) ∪ BS(y))) ∪ {(n, xy)| (n, x) ∈ A oppure (n, y) ∈ A} .
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on 
he probabilità l'ar
o 
he si sta 
ontraendonon appartiene al taglio. Si può osservare 
he se si 
ontrae un ar
o 
he non appartiene a
K, il taglio rimane minimo an
he dopo la 
ontrazione. Quindi un algoritmo randomizzatopuò essere sempli
emente un loop in 
ui ad ogni iterazione si 
ontrae un ar
o s
elto a 
aso.L'algoritmo termina quando 
i si è ridotti ad un grafo 
on due nodi ed è 
orretto se nonsono stati 
ontratti ar
hi appartenenti al taglio. Il taglio minimo sarà 
ostituito dagliar
hi tra i due nodi.Algoritmo III.11 MinCut()1: H ← G2: while H ha più di 2 nodi do3: s
egli (x, y) ∈ E4: H ← H(x, y)L'idea dell'algoritmo è quella fornita dalla pro
edura MinCut. Dobbiamo dunqueanalizzare 
on 
he probabilità la soluzione 
he otteniamo è quella ottima. Se de�niamo
ome k = |K| la 
apa
ità del taglio minimo, ogni nodo di G dovrà avere almeno k ar
hiin
identi, altrimenti K non sarebbe il taglio minimo. Da questo si dedu
e 
he il numerodi ar
hi sarà almeno nk/2. L'altra osservazione importante è 
he se non eliminiamo ar
hidel taglio minimo, esso non può diminuire.Consideriamo l'iterazione i-esima. Il numero di nodi ni rimanenti nel multigrafo è paria n− i+1 e se non abbiamo eliminato al
un nodo di K, la 
ardinalità k del taglio minimoè rimasta invariata. La probabilità di s
egliere un ar
o in K sarà

P(s
egliamo un ar
o ∈ K) ≤ k

k · ni/2
=

2

ni

.La probabilità 
he l'algoritmo dia il risultato 
orretto è dunque
P(C = K) ≥

n−2∏

i=1

(
1− 2

ni

)
=

n−2∏

i=1

(
1− 2

n− i + 1

)
=

=
n−2∏

i=1

(
n− i + 1− 2

n− i + 1

)
=

n∏

j=3

(
j − 2

2

)
=

1(
n
2

)
he è limitato inferiormente da Ω(n2). L'operazione di 
ontrazione ha 
omplessità O(m)dove m = |E|. Se quindi operiamo n2/2 iterazioni, il 
osto globale dell'algoritmo diventa
O(n4) e la probabilità di errore è pari a

(
1− 2

ni

)n2/2

<
1

e
.Con n2 log n iterazioni, la probabilità di errore de
res
e all'aumentare di n.



Capitolo IVIntrodu
tion to Trees
Let G = (V,E) be an undire
ted graph with weights W (i, j) ≥ 0 , ∀{i,j} ∈ E; we denoteby n = |V | the number of verti
es and m = |E| is the number of edges.If G does not 
ontain 
y
les (there are no paths whi
h 
onne
t ea
h vertex v to itself),we 
an 
all G a tree.
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IV.1 Spanning Tree ProblemLet's take into a

ount a 
y
li
 and 
onne
ted graph G = (V,E) with weights W (i, j) ≥ 0,
∀{i,j} ∈ E. G is 
learly not a tree, but we 
an eliminate some edges from G su
h as torender it a
y
li
. If we �nd a path whi
h 
onne
ts all the verti
es of G without 
reating37
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y
les, we get a new sub-graph GT = (V, T ) with T ⊆ E whi
h is surely a tree. We 
allit a spanning tree.If G is not 
onne
ted, we will end with a single spanning tree for ea
h 
onne
ted
omponent of G: in that 
ase we speak of spanning forest.IV.1.1 Useful De�nitionsLet's de�ne some useful terms whi
h will be used often in the report:- F is a generi
 forest, de�ned as a set of trees.- F (x, y) is the unique path between x and y, if it exists in F (if they belong to thesame 
onne
ted 
omponent).- WF (x, y) is the weight of the heaviest edge belonging to the path F (x, y); if F (x, y)does not exist, its value is 
onventionally ∞.- (x, y) ∈ E is 
alled F-heavy if W (x, y) > WF (x, y).- (x, y) ∈ E is 
alled F-light if W (x, y) ≤ WF (x, y).IV.1.2 Properties of Spanning TreesSpanning trees have two very interesting properties, whi
h are at the base of the algorithms
omputing the so-
alled minimum spanning tree (or MST ).Cy
les: let C be a 
y
le in the starting graph G. We 
an be 
ertain that the heaviestedge in C will not belong to the minimum weight spanning forest.Cuts: let X ⊆ V,X 6= ∅ be a 
ut of the starting graph G. We 
an say that the lightestedge with a vertex in {X} and the other vertex in {V \ X} surely belongs to theminimum weight spanning forest.IV.2 Algorithms for Minimum Weight Spanning Tree(MST)We will now present some of the various algorithms whi
h have been developed to solvethe minimum weight spanning forest problem. They will be des
ribed in 
hronologi
alorder.IV.2.1 Boruvka Algorithm (1926)This is probably the simplest but smartest algorithms of all, and its appli
ation is easyand straightforward; it takes advantage of the 
uts property des
ribed above. For ea
hvertex of the initial graph G we 
onsider the 
ut whi
h separates the given vertex v fromthe rest of the graph, and we put in the solution the lightest edge of the 
ut.
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The solution is a partially 
onne
ted graph. Then we 
ollapse the 
onne
ted verti
esinto a ma
ro-vertex, and 
onsider the 
ut whi
h separates the ma
ro-vertex from the restof the graph: from this point on, we iterate the pro
edure until we get only one 
onne
ted,a
y
li
 
omponent.
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If we assume that the weights W (x, y) with x, y ∈ G are all di�erent from ea
h other,the solution is always 
orre
t (it �nds the unique minimum spanning tree or forest) be
ause



40 � IV.2 - ALGORITHMS FOR MINIMUM WEIGHT SPANNING TREE (MST)the algorithm takes advantage of the 
uts property. If the assumption fails, the 
hoosingof the minimum weight edge 
ould be
ome a problem if the given 
ut tou
hes two edgeswith the same weight.
11 1 11 1

The solution used in the majority of implementations is the lexi
o-graphi
al order. We
onsider the verti
es of the edges, and if W (1, 2) = W (2, 3), we 
ompare the number ofthe verti
es: in this 
ase 12 < 23, so we 
hoose W(1,2) as the minimum weight.Algoritmo IV.1 Boruvka(G,w, T )1: T ← ∅2: while |T | < n− 1 do3: F ← forest 
omposed of minimum weight edges going out of ea
h vertex4: G← {G/F}5: T ← T ∪ FIt is interesting to note that the algorithm is parallel and distributed : during ea
hiteration we have to implement the same operation on all the verti
es of the temporarysolution, and we 
an easily do this in parallel, distributing the 
omputation among manydi�erent exe
utors.IV.2.1.1 Complexity AnalysisFor ea
h iteration we have to:
• Find the forest 
omposed by the lightest edge 
oming out of ea
h vertex, whi
h 
anbe done in O(m).
• Collapse the 
onne
ted 
omponents in the temporary result, whi
h 
an be done in

O(m).
• Unite the temporary result with the pre
eding result, whi
h 
an be done in O(1).So, the single iteration is O(m). But how many iterations we have to do? In the worst
ase, ea
h vertex sele
ts an edge whi
h has been already sele
ted by its neighbor. In this
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ase we have n/2 
onne
ted 
omponents after the �rst iteration, n/4 after the se
ond,
n/8 after the third, and so on: we have to make lg n iterations.The total 
omplexity is then O(m lg n).Note: an important 
hara
teristi
 of this algorithm is that we qui
kly eliminate a greatnumber of heavy edges whi
h will not belong to the MST.IV.2.2 Prim Algorithm (1957)We said that Bor 
uvka's is a parallel algorithm: the Prim algorithm is just a sequentialversion of the Bor 
uvka algorithm. The pro
edure is the same, but we work on a givensequen
e of verti
es rather than on all of them together.1 2 34 657 8

6 5 708 41 22 3 3
1 2 34 657 8

6 5 708 41 22 3 3
1 2 34 657 8

6 5 708 41 22 3 3
1 2 34 657 8

6 5 708 41 22 3 3
1 2 34 657 8

6 5 708 41 22 3 3
1 2 34 657 8

6 5 708 41 22 3 3The 
orre
tness of the algorithm is granted by the 
uts property, as for Bor 
uvka (withthe same tweak for edges having equal weights). The implementation is more detailedand straightforward, a bit similar to the Dijkstra pro
edure.We need to de�ne some new elements:- r: root of the tree.- d[i]: vertex label indi
ating the lightest edge 
onne
ting the vertex i to the partialsolution.- p[i]: vertex label indi
ating the prede
essor or father of the vertex i.



42 � IV.2 - ALGORITHMS FOR MINIMUM WEIGHT SPANNING TREE (MST)Algoritmo IV.2 Prim(G,w, T, r)1: for all u ∈ V do2: d[u]←∞3: p[u]← ∅4: d[r]← 05: p[r]← r6: Q← V7: while Q 6= ∅ do8: u← vertex with minimum d[i], i ∈ Q9: Q← Q \ {u}10: for all v ∈ verti
es next to u do11: if v ∈ Q and W (u, v) < d[v] then12: d[v]← W (u, v)13: p[v]← uIV.2.2.1 Complexity AnalysisThe 
ru
ial element is the implementation of Q, the set of verti
es still to be in
ludedin the solution. On this set we have to iteratively apply two di�erent operations: theextra
tion of the minimum d[i] vertex, and the update of all the d[i] labels.We 
onsider two di�erent implementations of Q:Q List Binary HeapExtra
tion of mini-mum O(n) O(lg n)Update of labels O(1) O(lg n)The binary heap is often implemented as a binary balan
ed tree:
ij h

In the worst 
ase analysis, eliminating the root (extra
ting the minimum label vertex)implies making lg n 
he
ks to determine the new minimum label. Updating the label ofa vertex (updating, in this 
ase, means diminishing) 
an make the vertex shift up somelevels: in the worst 
ase, it 
an shift from leaf to root, thus having to make lg n shifts.



IV - INTRODUCTION TO TREES 43To determine whi
h implementation is better we have to 
onsider how many times wemake ea
h operation.
• Extra
tion of minimum label vertex: we have to do it for ea
h vertex, so n times.
• Update of labels: we have to do it m times in the worst 
ase.The total 
omplexity then is:List: O(nn + m) = O(n2)Binary heap: O(n lg n + m lg n) = O(m lg n)There is not an absolutely best implementation: we 
an note that if m ≃ n (sparsegraph) the binary heap is better, but if m > n (dense graph) the list is better.IV.2.3 Kruskal Algorithm (1956)This algorithm takes advantage of the 
y
le property. It sorts the edges by growingweight, adding them one by one to the solution only if they do not form 
y
les. This last
ondition is the 
riti
al point of the 
omplexity analysis.The basi
 idea for the implementation is making many singleton sets ea
h 
ontaininga vertex, and when we add an edge to the solution we 
ollapse the two verti
es into asingle set. If, later in the sequen
e of edges, we �nd an edge whi
h 
onne
ts two 
ollapsedverti
es, we ignore it.Algoritmo IV.3 Kruskal(G,w, T )1: T ← ∅2: for all v ∈ V do3: MakeSet(v)4: Sort(E,w)5: for all (u, v) ∈ E do6: if FindSet(u) 6= FindSet(v) then7: T ← {u, v} ∪ T8: Union(u, v)Apart from the Sort(E,w), whi
h sorts the edges in growing order and 
an be imple-mented in many di�erent ways (Qui
kSort, BubbleSort, MergeSort and so on), we have tode�ne three new fun
tions:MakeSet(v): 
reates a set given the vertex v and the data stru
ture to hold the set(for example a list).FindSet(v): returns the representative element of the set to whi
h v belongs.Union(u, v): unites the two sets to whi
h u and v belong.



44 � IV.2 - ALGORITHMS FOR MINIMUM WEIGHT SPANNING TREE (MST)IV.2.3.1 Complexity AnalysisThe 
riti
al point is the implementation of the three fun
tions des
ribed above, and thedata stru
ture used to implement the sets.Let's 
onsider an example of two disjoint sets:
{c, h, e, b}
{f, g, d}We want to do the following operation:if (FindSet(h) 6= FindSet(b)) then Union(b, h)Let's start by 
onsidering the most straightforward implementation of a set: the list.In this 
ase, we 
an think of an implementation with pointers like this:
 h e b Ø

f g d Ø
Ea
h element has a pointer to the representative of the set, whi
h we de�ne as the�rst element of the set.Let's analyze the 
ost of ea
h operation with this implementation:Sort: let's 
hoose theMergeSort implementation⇒ O(m lg m) withm ≤ n2 ⇒ O(m lg n2) =

O(2m lg n) = O(m lg n).MakeSet: 
reate a new list of one element ⇒ O(1).FindSet: ea
h element has a pointer to the representative of the set ⇒ O(1).Union: we have to modify the pointers to the representative for ea
h element in one ofthe two sets ⇒ O(n).Now let's 
onsider the number of repetitions of ea
h operation:



IV - INTRODUCTION TO TREES 45Operation Cost Numberof repeti-tions NotesSort O(m lg n) 1 NoneMakeSet O(1) n We 
reate a singleton setfor ea
h vertex at the be-ginning of the algorithm.FindSet O(1) 2m We 
all it twi
e for ea
hiteration.Union O(n) n− 1 Ea
h time we add anedge, we must unite thetwo sets.The total 
omplexity then is O(m lg n + n + 2m + (n − 1)n) = O(m lg n + n2). Weobserve that the MakeSet and the FindSet 
ost less than the Sort, and that it is theUnion whi
h 
reates the most relevant problems. Can we do better than this? Thereare some upgrades whi
h 
an lower the 
omplexity of the algorithm, both on the Unionalone and on the data stru
ture. Let's 
onsider them one by one.IV.2.3.2 Weighted UnionIn the pre
eding analysis we 
onsidered the worst 
ase for the Union, in whi
h both sets
ontained n/2 elements. But we know that worst 
ase analysis 
an be easily beaten bymiddle 
ase analysis. More often than not, we will have to unite two sets of di�erent
ardinality. If we suppose to have two sets S1 and S2, where |S1| = n1 and |S2| = n2and we suppose that n1 > n2, it is surely qui
ker to update all the n2 pointers in S2.This sele
tion of the shorter set is 
alled weighted union. To analyze its 
ost we must useamortized 
omplexity te
hniques, 
ounting how many times we update the pointer to therepresentative element:- 2 sets of 1 element ea
h → 1 set of 2 elements, 1 update- 2 sets of 2 elements ea
h → 1 set of 4 elements, 2 updates- ...- 2 sets of n/2 elements ea
h → 1 set of n elements, n/2 updatesIf we sum all the 
osts iteration by iteration, we see that the 
ost of a single Union is
O(lg n). As we 
an see from the table above, we have to do n Unions, so the total 
ostis O(n lg n), whi
h is better than O(n2).The 
omplexity of the algorithm is then O(m lg n + n + 2m + n lg n). We see that the
riti
al point is now the Sort.



46 � IV.2 - ALGORITHMS FOR MINIMUM WEIGHT SPANNING TREE (MST)IV.2.3.3 Tree Stru
tureNow let's 
onsider the 
ase in whi
h the edges are already sorted. Our 
omplexity usingthe weighted union is then O(n lg n). Can we do even better than this? We 
an, but wemust alter the data stru
ture, moving from a list with pointers to the representative to alist with pointers to the prede
essor (
reating a tree).We 
an easily see that this modi�
ation raises the 
ost of the FindSet from O(1) to
O(h), where h is the height of the tree: if we do FindSet(v) and v is a leaf, we must
limb all the tree up to the root, whi
h is the representative. We will demonstrate that,with some 
areful adjustments, the gain on the 
omplexity of the Union is higher thanthe loss on the FindSet.A �rst observation is that if the tree is low and �at, i.e., it has few levels ea
h 
ontainingmany verti
es, O(h) is low be
ause h is low. Our �rst aim will then be to maintain thetree as low as possible.Let's 
onsider the same example as before, with the two disjoint sets. This time,however, the data stru
ture is a tree with pointers to the prede
essors, and the root is therepresentative of the set. 
bh e fdgLet's see a �rst simple implementation of the FindSet, using the formerly de�nednotation where p[x] is the prede
essor of the vertex x.Algoritmo IV.4 FindSet(x)1: if x 6= p[x] then2: return FindSet(p[x])3: else4: return xFor example, if we do FindSet(b), we 
limb up to h, then to c, and then we return cbe
ause it is the root.The Union is very simple: if we do Union(c, f) we take the pointer from f to itselfand we make it point to c. It is easy to note that, be
ause we want to keep the height ofa tree as low as possible, it's wiser to atta
h low trees to higher ones, so that the heightis una�e
ted by the Union. With this adjustment, the 
omplexity of the Union is O(1).Now let's 
onsider dynami
 trees: on
e every given number of iterations we adjust thestru
ture of the tree, modifying some pointers to keep it as low as possible. In this 
ase,
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k of the exa
t height of the tree 
an be
ome 
ostly. To solve this problem wede�ne the rank of a tree: it is an ex
ess estimation of the height of a tree. We raise therank by 1 when there is equality between the ranks of two trees. To 
larify this, here arethe implementations of the three fun
tions using the rank.Algoritmo IV.5 MakeSet(x)1: p[x]← x2: rank[x]← 0Algoritmo IV.6 FindSet(x)1: if x 6= p[x] then2: p[x]← FindSet(p[x])3: return p[x]Algoritmo IV.7 Union(x, y)1: if rank[x] > rank[y] then2: p[y]← x3: else4: p[x]← y5: if rank[x] = rank[y] then6: rank[y]← rank[y] + 1In the worst 
ase, the so-
alled Union-by-Rank unites simple lists, so its 
ost is always
O(lg n).We have seen how the rank is raised; 
an it be lowered? Yes, if we introdu
e the
on
ept of path 
ompression. If we make a FindSet(b) on the example below, we 
limbup the tree until we get to the root c. When we 
limb up the prede
essors, we 
anbring with us the pointers and make them point dire
tly to the root, obtaining a hybridstru
ture between the tree presented here and the list with pointers to the representativepresented before.



48 � IV.2 - ALGORITHMS FOR MINIMUM WEIGHT SPANNING TREE (MST)If we add the path 
ompression, the 
ost of all the FindSets goes from O(mh) to
O(mα(n)), where α(n) is the A
kermann Inverse. For reasonable values of n, we see that
0 ≤ α(n) ≤ 4. To demonstrate why, let's �rst 
onsider the A
kermann Fun
tion:(IV.1)

Ak(j) =

{
j + 1 ifk = 0

A
(j+1)
k−1 (j) ifk ≥ 1where A

(n)
k−1(j) is the appli
ation of Ak−1(j) n times.To understand better, let's see a numeri
al example:

A
(0)
k−1(j) = j

A
(1)
k−1(j) = Ak−1(A

(j−1)
k−1 (j))

A1(j) = 2j + 1
A2(j) = 2j+1(j + 1)− 1

A3(1) = A
(2)
2 (1) = ... = A

(2)
7 (j) = 2047

A4(1) = A
(2048)
2 (2047)≫ 1080Now let's de�ne the A
kermann Inverse:(IV.2)

α(n) = min{k : Ak(1) ≥ n}then if n ≤ 2047⇒ α(n) = 3 and if n ≤ 1080 ⇒ α(n) = 4If we 
onsider that 1080 should be the number of verti
es in our graph and that 1080 isgreater than the number of mole
ules in the universe, we 
an be fairly 
ertain that α(n)will always be no more than 4. The growth is not exa
tly linear, but is 
lose to linear.IV.2.4 RandomMST AlgorithmFor Kruskal we found a nearly-linear implementation, but we saw it is really di�
ultto go lower than that. The Random MST Algorithm takes advantage of the randomized
omplexity to operate at a linear 
ost. We saw that the Bor 
uvka algorithm behaves well inthe �rst iterations: it qui
kly eliminates many unne
essary edges. Going ahead, though,its e�
ien
y lowers. We 
an take advantage of this behavior by making some iterationsof the Bor 
uvka algorithm (namely 3) and then pro
eeding with another pro
edure on apartial solution whose dimension is mu
h lower than the initial one.To fully understand the workings of the algorithm it is ne
essary to remind some prob-ability 
omputation de�nitions:



IV - INTRODUCTION TO TREES 49Bernoullian Distribution It models the result of a 
oin toss.(IV.3)
f(x) =






p if x = 0
1− p if x = 1
0 otherwise with E[X] = pBinomial Distribution It is the sum of n Bernoullian distributions.(IV.4)

f(x) =

(
n

x

)
px(1− p)(n−x) with E[X] = npGeometri
al Distribution It is the number of realizations of a Bernoullian distributionne
essary to have at least one head.(IV.5)

f(x) =

{
p(1− p)x−1 if x = 1,2,...
0 otherwise with E[X] = 1/pNegative Geometri
al DistributionIt is unne
essary to des
ribe it analyti
al form here; it is the number of tosses we mustmake to get n heads, and its expe
ted value is E[X] = n/p.Another 
on
ept to de�ne is the random sampling : given a graph G, we 
all G(p) agraph with all the verti
es of G and with a random number of edges between those in G,ea
h sele
ted with probability p. Thus, if G has n verti
es and m edges, G(p) will have nverti
es and p ·m expe
ted edges.Now let's see the algorithm by phases:Algoritmo IV.8 Random MST(G,w, F )1: Make 3 iterations of Bor 
uvka algorithm→ we have G1 with n/8 verti
es and C 
hosenedges.2: Random sampling with p = 1/2→ G2 = G1(p) with n/2 expe
ted edges.3: Random_MST(G2, w, F2)4: Eliminate F2 − heavy edges from G1 → G35: Random_MST(G3, w, F3)6: F ← F3 ∪ CIV.2.4.1 Complexity AnalysisThe 
riti
al point is the fourth phase of the algorithm: here we eliminate F2−heavy edgesfrom G1, but be
ause F2 
omes from a random sampling of G2 and G2 itself 
omes from a



50 � IV.2 - ALGORITHMS FOR MINIMUM WEIGHT SPANNING TREE (MST)random sampling of G1, we 
ould have lost some 
riti
al edges on the run. We know thatin MST problems, 
riti
al edges are F -light edges. Considering the negative geometri
aldistribution de�ned above, if we 
an prove that the expe
ted number of F -light edges in
F is less than or equal to n/p, we 
an be sure that the algorithm will be linear.Let's 
onsider F = MST of G(p), and let's take e1, e2, . . . em the edges sorted bygrowing weight. F , at the beginning of the algorithm, is empty. The edge ei is 
hosenwith probability p: if it belongs to F in this step (so it is F -light), we 
an be sure that itwill belong to F also at the end of the algorithm (it will remain F -light until the end).We divide the building of the solution on phases: the phase k begins after we add the
k− 1-th edge to F , and ends when we add the k-th. With this division, we know that wemust wait x steps before adding a new edge to the solution, and to ea
h step we have aprobability of p of adding an edge to the solution. This is like tossing a 
oin many timesand waiting for the �rst head to show up: it is a geometri
al distribution with parameter
p. If the solution has s edges (whi
h must be all obviously F -light), we 
an be sure thatthe above phases will be exa
tly s, with s ≤ n − 1. As we have said that ea
h phase isa geometri
al distribution of probability, we have the sum of s geometri
al distributions,whi
h is a negative geometri
al distribution. Our expe
ted value is s/p, but be
ause
s ≤ n− 1, we 
an 
onsider that s ≤ n and say that E[x] ≤ n/p.Now that we proved that the expe
ted number of F -light edges in the solution is lessthan or equal to n/p, let's 
onsider the 
omplexity of ea
h phase of the algorithm, usingthe te
hniques for re
ursive 
omplexity.1. O(n + m)← 3 iterations of Bor 
uvka's algorithm 
an be 
onsidered linear2. O(m)← random sampling, we must simply visit all the edges3. T (n/8,m/2)← re
ursive 
all with n/8 verti
es be
ause of the 3 iterations of Bor 
uvkaand with m/2 edges be
ause of random sampling with p = 1/24. O(n/8 + m) ← we still have n/8 verti
es, but we are working on G1 and not on

G1(p) so we still have m edges; we keep n/8p edges, so we keep n/4 edges be
ause
p = 1/25. T (n/8,m/4)← we have m/4 edges be
ause O(n) = O(m)6. O(n + m)We 
an see that(IV.6)

T (n,m) ≤ T (n/8,m/2) + T (n/8,m/4) + c(n + m) ≤ 2c(n + m)As we 
an see, the total 
omplexity is O(n).
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ture EnumerationThis problem is another 
ommon and interesting appli
ation of trees. Suppose we have a
omplete graph like this:
21

3 4We want to enumerate all the spanning trees of the graph. To solve the problem,we need to �nd a 
ode whi
h 
an univo
ally represent ea
h solution (in this 
ase, ea
hspanning tree). When we have that 
ode, we 
an easily enumerate the solutions byde
oding ea
h 
ode in the sequen
e of all the solutions.IV.3.1 Prüfer Sequen
eIf we want to 
ode all the spanning trees of a given graph, we 
an use the Prüfer Sequen
e.It is a 
ode whi
h 
an be applied to any labelled tree, and it 
reates a sequen
e of labelswhi
h univo
ally de�nes the tree.The Prüfer sequen
e is a set of (n− 2) numbers ∈ {1 . . . n} in whi
h the numbers arevertex labels of our tree. To manage the 
orresponden
e between tree and sequen
e weneed a Code and a De
ode fun
tion.We use the notation where p[v] is the prede
essor of v and head(S) is the head of thesequen
e.Algoritmo IV.9 Code(T )1: if T is an edge then2: return ∅3: else4: V ← leaf vertex of minimum label5: return p[v]⊕Code(T \ {V })



52 � IV.4 - TREES ENUMERATIONAlgoritmo IV.10 De
ode(S,N)1: if |N | = 2 then2: return {v1, v2}3: else4: v ← vertex in N but not in S with minimum label5: return {v, head(S)} ⊕De
ode(S ⊖ head(S), N \ {v})

15 3 4 62
78

It 
an be proved that we 
an generate nn−2 di�erent sequen
es given a graph with nverti
esIV.4 Algorithms for the enumeration of limited degreetreesFirst of all, we must de�ne what we mean as degree of a vertex. Given a tree T = (V,E)and a vertex u ∈ V , we de�ne the degree of u as
d(u) = |{v ∈ V : (u, v) ∈ E}|whi
h is the number of edges going out of the vertex. Given an integer K, we de�ne alimited degree tree TK = (V,E) a tree in whi
h
∀u ∈ V d(u) ≤ K.So we take into a

ount only trees whose verti
es have at most K edges going out.We want to 
onsider two di�erent but linked problems:Counting Problem Given n = |V | and K integer, 
ount all the di�erent trees TK =

(V,E).Enumeration Problem Given n = |V | and K integer, enumerate (enumerate means
ount and des
ribe the stru
ture) all the di�erent trees TK = (V,E).We 
an see that even if we 
onsider a low K, the dimension of the problem qui
klybe
omes huge: for K = 4, if we have 12 verti
es we have 355 di�erent trees; but if wehave 20 verti
es, we already have 366319 trees.



IV - INTRODUCTION TO TREES 53Osservazione IV.1. The problem of 
ounting and enumerating trees of limited degree�rst 
ame out along with the 
lassi�
ation of the alkane mole
ules, in the beginning of theXIX 
entury. Some s
ientists who worked at the problem were Berzelius (1830), Jordan(1869) and Cayley (1875). �IV.4.1 N-tuple CodeAs we saw that the number of trees to enumerate 
an qui
kly be
ome huge, we need to �nda 
ode whi
h 
an univo
ally represent a tree while keeping disk and memory o

upationlow. To solve this problem, the N-tuple 
ode has been developed.Osservazione IV.2. The N-tuple 
ode uses the lexi
o-graphi
al ordering to ensure unique-ness of ea
h 
oding. For ease of 
omprehension, we de�ne the lexi
o-graphi
al orderingas follows: Given two sequen
es of integers
C = c1 . . . cland

C ′ = c′1 . . . c′l′we say that C > C ′ if ∃j : 1 ≤ j ≤ min{l, l′} so that ci = c′i for i = 1, . . . , j − 1 and
cj > c′j or if l > l′ and ci = c′i∀i = 1, . . . , l′Esempio IV.1. In lexi
o-graphi
al order 956 > 1235, and 956 > 95. �We 
an de�ne the N-tuple en
oding pro
edure of a rooted tree with root r as follows:
• every leaf has 
ode 0

• let g be the number of verti
es (v1, . . . , vg) adja
ent to the root r

• delete r obtaining g sub-trees, of whi
h we 
ompute the N-tuple 
ode
• 
ompose the 
odes of the g sub-trees obtaining a sequen
e S whi
h is maximum bylexi
o-graphi
al order
• the �nal 
ode C of the tree is the 
omposition of g and S



54 � IV.4 - TREES ENUMERATION0 0
200

4 200 10 0 00 10 00
4 200 131000 0 0 4 1320000 10 0 0The en
oding pro
edure of a non-rooted tree is as follows:

• let M be the set of verti
es with maximum degree
• 
ompute the 
ode Cu for ea
h u ∈M

• the tree 
ode C is C = max{Cu : u ∈M}, where the maximum is in lexi
o-graphi
alorderingIV.4.2 Centered N-tuple CodeFor non-rooted trees, 
omputing the tree 
ode C involves 
omputing the 
ode Cu ofall the maximum degree verti
es. To avoid worthless 
omputation, we 
an obtain C bystarting only from the 
enter of the tree, whi
h 
an be 
omposed by 1 or 2 verti
es atmost.



IV - INTRODUCTION TO TREES 55Osservazione IV.3. We 
an �nd the 
enter of a non-rooted tree T in a re
ursive way:1. eliminate all the leaves and their edges from T , obtaining a smaller tree T ′2. if T ′ 
ontains exa
tly 1 vertex or at most 2 adja
ent verti
es, it is the 
enter3. if not, repeat the pro
ess �If we end with a two-verti
es 
enter, we 
ompute the N-tuple 
ode for ea
h of themand we 
hoose the lexi
o-graphi
al maximum.
verti
es with maximum degrees

2 320000 31000

enter

2 320000 3000
4 200 13000 0 0 2 
entral verti
es

Lemma IV.1. The 
omplexity of the 
omputation is O(n2) for N-tuple 
ode and O(n lg n)for the 
entered N-tuple 
ode.Dimostrazione. To obtain a generi
 N-tuple 
ode we must visit all the verti
es of the tree on
e,and we must make a 
ertain number of 
omparisons to determine the lexi
o-graphi
al maximum.For the non 
entered N-tuple 
ode we have:
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• visit of the tree → O(n)

• the tree is not balan
ed → O(n) 
omparisonsSo its 
omplexity is O(n)×O(n) = O(n2)For the 
entered N-tuple 
ode we have:
• visit of the tree → O(n)

• the tree is balan
ed → O(lg n) 
omparisons �So its 
omplexity is O(n)×O(lg n) = O(n lg n)1

IV.4.3 One-to-one EnumerationThis is probably the most intuitive enumeration algorithm one 
an think of: it lists thetrees with n verti
es by adding one vertex in all possible ways to the tree with n − 1verti
es.More formally, given a tree T = (V,E) with n− 1 verti
es, and de�ned
N+ = {u ∈ N : d(u) < K},we 
an say that by adding 1 vertex to T we obtain exa
tly |N+| trees with n verti
es.We must also de�ne the notation whi
h will be used from here on:

• To: origin tree of an enumeration
• Td: tree generated from To
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• Tree Generation Fun
tion:

GT : To 7−→ Td

• Multi-sets:
D(To) = {Td : GT (To) = Td}

O(Td) = {To : G−1
T (Td) = To}This kind of enumeration 
an lead to non-unique tree 
oding:

31000 3000
2100To avoid this, we introdu
e Reverse Sear
h (RS) and Symmetry Dete
tion (SD).IV.4.3.1 Reverse Sear
hWe 
an avoid the enumeration of the same tree from di�erent trees by applying the so-
alled Enumeration Rule 1 :Enumeration Rule 1: a tree Td = GT (To) is valid if and only if To isthe lexi
o-graphi
al maximum in O(Td).IV.4.3.2 Symmetry Dete
tionThis rule avoids generating identi
al trees by adding one vertex in di�erent positions tothe origin tree. First of all we must de�ne symmetri
 trees. Let To be a tree with root

r and let S1 and S2 be two sub-trees with roots respe
tively in v and w. If we de�ne
lr(v) the distan
e in number of edges between r and v, we 
an say that S1 and S2 aresymmetri
 if and only if
• their two 
odes are identi
al
• lr(v) = lr(w)Given this, we 
an avoid symmetry by applying Enumeration Rule 2 :



58 � IV.4 - TREES ENUMERATIONEnumeration Rule 2: given Si symmetri
 sub-trees of To with i =
1, . . . , q and 2 ≤ q ≤ 4, the trees generated by To are only those obtainedby adding nodes to Sq.IV.4.3.3 CTreeIf we want to implement e�
iently the two enumeration rules, we need to de�ne a newdata stru
ture 
alled Code Tree, or simply CTree. It is a tree rooted in the vertex wherewe are 
omputing the 
ode, and it is 
omposed of levels so that at level 0 we have thewhole 
ode of the tree, and at level i we have the 
odes of the trees at distan
e i from r.Knowing the CTree of To, it is easy to generate the 
ode of Td be
ause we only haveto add a leaf with 
ode 0 to the CTree and 
limb up the levels modifying the 
odes of therelative sub-tree. The levels of the CTree are sorted by lexi
o-graphi
al order, so it's easyto ex
hange positions between brothers who have 
hanged their 
odes.Let's have a brief look at the pro
edures that enumerate all the trees using one-to-oneenumeration: Generation of D(To)

• generate the CTree of To

• exe
ute a BFS visit of the CTree eliminating symmetries (brothers with the same
ode)
• at ea
h step of the BFS, if the vertex u is valid and d(u) < K, generate Td and storeit in D(To) only if the enumeration rule 1 is satis�ed, then add to the visit queuethe 
hildren of u

• return D(To) One-to-one Enumeration Algorithm
• initialize the set of generated trees with {10}, the set of trees with 2 verti
es
• at ea
h step i = {3, . . . , n}- extra
t a tree To with i− 1 verti
es- generate D(To) with the pro
edure above- add D(To) to the set of trees with i verti
es and update the 
ounter
• stop when we extra
t all the trees with i− 1 verti
es
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tive EnumerationInstead of generating every tree with n verti
es by adding verti
es to smaller trees, we
an get a n verti
es tree by adding one vertex to a set of sub-trees whose total numberof verti
es is n−1. The number and 
ardinality of these sub-trees is easily obtained usingJordan's Theorem, whi
h des
ribes how to meld rooted trees to obtain non-rooted trees.Jordan's Theorem (1869) Let T be a tree with n verti
es:
• for n = 2k + 1 odd, exists a single vertex 
alled 
entroid so that all the (2 ormore) in
ident sub-trees have at most k verti
es
• for n = 2k fair, 
an exist:- a single vertex 
alled 
entroid so that all the (3 or more) in
ident sub-treeshave at most k verti
es- a single edges 
alled bi-
entroid so that the two in
ident sub-trees haveexa
tly k verti
esGiven this, we 
an divide the pro
edure in two separate steps:

• �nd 3 or 4 numbers whose sum is n− 1;
• 
ombine in all possible ways the sub-trees with 
ardinality equal to the numbersfound until we get a tree with exa
tly n verti
es (by adding the 
entroid).By 
omparing the 
omplexities of four di�erent algorithms whi
h use four di�erent
ombinations of the 
hara
teristi
s presented here, we 
an sum up some 
on
lusions aboutperforman
e. We analyze the following four algorithms:Name Kind of enumeration Avoidan
e of same tree generation Code usedTNKMS one-to-one list of generated trees N -tupleHPVK one-to-one RD + SD N -tupleAHM one-to-one RD + SD CN -tupleKP 
onstru
tive not ne
essary CN -tupleWe 
an draw the following 
on
lusions:
• TNKMS is the oldest and worse, it 
an't enumerate trees with more than 20 ver-ti
es (the pro
essing time be
omes ex
essive) and it's di�
ult to analyze its true
omplexity as it is an old Fortran implementation
• HPVK and AHM are 
omparable, but they must enumerate all the n non-rootedtrees be
ause they use one-to-one enumeration
• KP is by far the best, be
ause it 
an avoid to ensure that the newly generatedtrees hasn't been generated before (uniqueness ensured by Jordan's Theorem), andbe
ause it works on rooted trees.
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